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* iv o 


i—i Nevanlinna 理论 概要 


1925 Æ, R. Nevanlinna! 建立 了 亚 纯 函 数 的 两 个 基本 定理 ， 
开始 了 值 分 布 理 论 的 近代 研究 . 几 十 年 来 , CARES Hie 
的 新 发 展 都 是 以 Nevanlinna 理论 为 基础 的 ， 所 以 作为 开始 的 一 
章 , 我 们 扼要 介绍 Nevanlinna 理论 ?， 在 本 章 最 后 一 节 还 将 介绍 庄 
Hr Nevanlina 第 二 基本 定理 的 一 个 重要 推广 . 


$ 1.1. Poisson-Jensen 公式 


1.1.1. Poisson-Jensen 公式 


在 Nevanlinna 理论 中 ,下 述 Poisson-Jensen 公式 起 着 十 分 重要 
的 作用 . 

定理 1.1. 设 函 数 OEIS RORO) EWA, a, 
(a= 1,2,- M) by 一 1,2,.… NDEI HO) 在 1 
<RANSAMBRA. E a= re” 为 区 [< こさ 内 不 与 ao 
相 重 的 任意 一 点 , 则 


i in) Ra 
log |f Cz) | 工人 log If Re) | = LIR oslo p) ri 


by 


.2 


+ > log EG と -> log (1.1.1) 
证。 首先 我 们 假定 在 |5| SR 上 7CC) BERAE. 

这 时 log (5)》 是 该 园 上 的 全 纯 函 数 ， 于 是 logg た の 在 il< R 
上 Taylor 展 式 的 首 项 系数 应 为 


Riz ie 


1) 关于 Nevanlinna 理论 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Nevarlinnal?37, Hayman?) 
Tsujil?, TonpnGepr H Octposcknit'), DSB, 


= dt = 1 和 i 
bog 1(0) = E| ne fe) E = 2" loaf Re ydo. 


(1.1.2) 
将 上 式 两 端 取 实 部 ,就 证 明了 (1.1.1) 式 中 *ー 0 的 情况 。 对 于 一 
般 情形 , 命 


RŒ =z). 
R?— zt’ l 
它 将 ISR EA lol <1. HC Hz Hy w= 二 0， HH 
— R(Rw +z) —,(R Rw +2)’ 
po Ret) 记 F(w) 一 了 (PELEA, gy FC) 在 
jw| 筷 1 上 亚 纯 , 且 既 无 零点 又 无 极点 .按照 (1.1.2) 式 应 有 
log F(0) = H . _ log F(w) Z, 
但 是 
起 
w T Oow) = FAS + ee Ue ate)” 
从 而 


1 P 一 jz |? ー 
ba) = 下 | EO 13 


Eltl=R E, t= Re, dt =iReirdg, 
(R? — at) (E — 2) = (Rè — Rel) (Rel — pei) 
= Re{R — 2Rrcosle — 8) + r}. ーー 
将 这 些 代 人 (1.1.3) 式 , 并 取 实 部 即 得 


sg 1102) | 一 于 | tog JRei 


x R? 一 和 
R? — 2Rrcos(p — の) 十 r 
当 (2) 在 lil R 上 有 零点 和 极点 ,而 在 4| < R ARE 
FALERA ERE |] = R 上 PFARA H 


. 2 >» 


dp. (1.1.4) 


是 有 穷 的 ,以 每 个 零点 和 极点 为 心 ,充分 小 的 正 数 8 为 半径 作 小 加 
周 ， 这 些小 圆周 位 于 15| < R 内 的 部 分 与 1/| = RR LA FAM 
段 组 成 闭 围 线 T;:， 它 所 范围 的 区 域 为 DL. EDA 

log f() (R? — |f) 

(R? — 25) (E — z) 
BRO = z 外 全 纯 , 在 5 = z 处 有 一 个 极点 , 残 数 为 log f(z). 根据 
残 数 定理 有 


log f(z) = HI, log {CT) eet De 


可 以 看 出 在 。 为 半径 的 小 圆周 弧 上 ， 被 积 函数 内 模 为 o( log +), 


而 小 贺 周 弧 的 长 度 小 于 2xs. 于 是 在 这 些小 圆 沸 弧 上 的 积分 应 随 
s 趋向 于 0. 从 而 这 时 (1.1.4) 式 也 成 立 . 

SHOE <R 内 有 零点 和 极点 时 , 记 其 零点 和 极点 分 别 
为 afe=1,2,+-+,M) Ml (v= 1,2,--+,N), 重 级 零点 和 
极点 须 按 其 重 数 计算 ， 命 


F RCE = by) 


say が 一 あて 
s = (2) = 


Th Rita ra) 

r=1 R*— ait 
函数 g( の 在 || < R 上 亚 纯 ,在 [0] < R 内 姓 无 零点 又 无 极点 ， 
根据 以 上 的 证 明 有 


an . 
log lg の | = 1" tog lgCRe)| 
2 デブ 0 


x R? — r? 
R? — 2Rr cosl 8 — p) + 7? 


dp, 


但 是 
lgCEe の 1 = |f(Re*)], (0 < 2x), 


x R(z --8 
log |g(z)| = log | j(z)| + >) log ニテ ーッ 
\ vel R? 一 bz 
ー VS mg | RE = 40) |, 
r=1 R? ーー 4% 


这 样 便 可 得 到 (1.1.1) 式 . 
1.1.2. 推论 


Rl. 在 定理 1.1 条件 下 , 若 HOM SR 上 没有 零点 和 


极点 ， 则 对 于 任意 点 z jl =7<R, # 


log 7 の 1 = E|” tox Re] 


x R? — 7? 
R? — 2Rrcos(8 — g) + r? 
这 就 是 Poisson 公式 . 
系 2. 在 定理 1.1 条 件 下 ,车 (0) #0, 0, M 


tog (の 1 一 二 全 bgjCRe の lc 


M N 
一 > log R + ` log R, 
#=1 v=) 


| ay] 1 2 | 


《1.1.6) 称 为 Jensen 公式 . 


dp. 


(1.1.5) 


(1.1.6) 


4 人 (0) = 0 时, 记 其 重 级 为 (0, f = 0); 当 i0) = oo 时 ， 
记 其 重 级 为 2(0, = の ). (4 (C0) = Ot, Mi n(0, f = 0) = 0, 
同样 当 f(0) = oo 时 ， 则 n(0, f= co) 一 0. ) 若 令 T =n(0, 
f=0)—n(0,f= œ), WKtPHRRERA DRA BA RX 


HO HeS te, ¢ #0 
命 


gh) = の ばり まそ の 


g(t) EIER EWA, H. g0) #0, 00, 对 g(t) 应 用 Jensen 
公式 (1.1.6)， 并 计 及 |gCEe の 1 = [Re], WE 


2x 
log |c,| +rlogR = 1f log [f(Re'?) dọ 
2m .0 


一 5 log + 5 loz R 


0<lapl <R | a4! 6<| ぁ | <R | bl 
即 


log [ec | + n(0,f = 0) log R = FV" tog If (Re) |dp 


5 log <- + >) log R + n(0,f = oo)1og R, 
O<ia,1<R | a, | 0<|b,1<R KA 
(1.1.7) 


这 是 Jensen 公式 的 普通 形式 . 


§ 1.2. 特征 函数 与 第 一 基本 和 完 : 理 


1.2.1. HIERA. 
为 了 将 Jensen 公式 变形 和 定义 亚 纯 函数 的 特征 函数 , 我们 先 
引进 正 对 数 ， 
定义 11. 对 于 x 三 0， 定 义 


log*x = max(logx, 0) = J log x >l (1.2.1) 
.0 srl, 
容易 看 出 ,对 于 任意 正 数 x 有 


log x = logtx 一 logt 1, 
x 


于 是 对 于 le] ご R 内 亚 纯 的 函数 KO 5 0<r<R 4 


2x . ax ーー 
1 ("log Cre) ap = + [togt fre, jap 
2x J0 2m :0 


1 (> 1 | 
デーー l E 一 一 一 一 一 了 « 
Ek °F Tie]? 


男 一 方面 , 记 f(x) 在 |z| <r EBRAR A nlr, の 。 BRR 
点 按 其 重 数 计算 ， 以 n(0, f) 表示 fe) ERAS 
1(0) #00 时 ， 则 20,4) = 0). fle) 在 0 て |lz| <r 的 极点 
JOH bi bn tts by, BH 6, 出 现 的 次 数 等 于 代り 在 b, 极点 
的 重 级 . 这 时 , 


5 los ディー pg Z 4al, f) — C0, P). 


v=1 b,| 


分 部 积分 后 即 有 
S log ] 


=i; nts の 一 ヵ ( 0。 か dt, 


间 样 若 记 f(z) 在 j*] 入， 上 的 零点 数 为 = (r+), KOER 
点 处 的 零点 重 级 为 (0,4), 记 fle) 在 0< je] 过 + 的 零点 为 
fis 23 "7 > aM» 每 个 ay 出現 现 的 次 数 等 于 其 零点 的 重 级 ， 则 


"=i | a, 
于 是 Jensen 公式 可 以 写 为 


log [cp] + 一 jog 


Teer * 

alat) alot 
+’ ( 1 S de + »( 0,5 log r 
= logt DCe の lee + | ee D— at. LD an 


. + (05 H log r. 
基于 这 样 的 形式 ，Nevanlinnac2 曾 引 进 以 下 几 个 函数 ， 
定义 1.2. 


. 6 » 


mors = I (logt fre) lag, 
2x J0 
( 1 ) 1 ie + 1 、 (1.2.2) 
テーーー ) = = m dp a xs 00, 
” ナーg 2x J0 °8 |fCrei?) 一 了 | 


の (7。 f) 也 记 为 m(r, f= co) 或 m(r, œ), 是 7(z) | 的 正 対 数 

在 1s| 一 + 上 的 平均 值 ; w( ょ ーーー] 也 记 为 m(, f= a) 或 
m(r, a). 

定义 1.3. 

N(r,f) = カー%0。 の dt + n(0,f)logr, 


n(n) = reri iera) (1.2.3) 


ナー g 0 £ 
+ a (0, )iogr, a co。 | 
这 里 =( 一 a 的 零点 个 数 , 重 级 


零点 按 其 重 数 计算 , » (1.1) 也 记 为 Ces f= a) R nC a), 


n(o 


a) 或 n(0, a). N(r, f) FREA NGCr， {j= Oo ) 或 N(r, 00), 是 
f(z) 极点 的 密 指 量 ; 2 


ー ) 则 表示 fe) 一 a 在 原点 的 重 级 , 它 也 记 为 w(0, f= 


ー ) 有 了 时 记 为 NG} =a) NG, 


a), 是 fs) 的 oA ABH. 

定义 1.4. T(r, の 一 mrs p+ N(r; f). (1.2.4) 
T(r, 了) BH 人 Kz) 的 特征 函数 ， 显 然 它 是 非 企 函 数 . 

于 是 Jensen 公式 可 以 写 为 


beled + 7 (44) = Ts (1.2.5) 


《1.2.5) 有 时 也 称 为 Jensen-Nevanlinna 公式 . 


1.2.2. RAV SAV ERA, 例 


为 了 讨论 有 限 个 亚 纯 东 数 的 乘积 与 和 的 特征 医 数 ， 我 们 先 注 
意 正 对 数 的 几 个 性 质 . 
设 a,(v = 1,2, °:-, 7) 为 任意 ?个 有 穷 复 涩 :, 则 


p 


logt | I] a, < tT max( 1 。 | 


v=1 


| 


i max (1, | 


p Pp 
= 》 log tmax( }2,])} = 3 lox" als 


v=] v=i 
以 及 
t 
2 mw 
væl 


ぁ 
< log" { p (max asl) } < Vlogt ll + log p. 
v val 


log* 


<n | al 


vel 


Hk, HfL = 1,2. pWEPFE |e] < R 内 亚 纯 的 
函数 , 则 对 于 0 二 ;二 R 有 
wa(。 TI f) < X aC h) 


vol 


(っ や jx) < > mr fy) + log p. 


vol v=1 


此 外 对 于 0 二 + 二 RR 显然 有 


(< Dns) 


P p 
21| f) < に T(r, f) (1.2.6) 
p Ea 
T(r) hp) < 2. TG, fod + logp. (1.2.7) 
pi. 
1) f(z) =c. 


这 时 mCrsf)=logt[o|,NCsf)=0, 于 是 2(r， 力 一 log+|c|， 
2) f(z) = Cp? 十 apa? pt eee 4 ay 


beat + bye pg,” I E O. 
当 了 充分 大 时 ， 
か (の っ 7) = 1 lgr+ 0C) p>a; 
041) の SS 了 。 
N(r, f) = glogr. 
于 是 


T(r, f) = max(p, g)logr + O(1)。 
3) f(z) = eF, 
这 时 


2 な 2/2 
m(r, の = i | iog+ (cre の dð = i | r cos 9g9 
- 2x -0 Zæ J—x/2 


=<, N(r3 f) = 0. 


RE TC, f) = 一 


1.2.3, 第 一 基本 定理 、 特 征 函 数 的 性 质 


现在 我 们 证 明 Nevanlinna 第 一 基本 定理 . 
定理 1.2. 设 f(x) 于 le] < R(<0) 内 亚 纯 ， 若 “为 任 一 
有 穷 复 数 , 则 对 于 0 二 + 二 R 有 


が ( ウ ーー) エル し っ ーー) 
= T(r, f) + logle|+ ee 1), (12.8) 


其 中 cr 为 二 ERAN Taylor 展 式 中 第 一 个 非 零 系数 ,而 
jela, r){ <logtla| + log2. (1.2.9) 


事实 上 , 对 于 7(z) 一 z 应 用 Jensen 公式 (1.2.5) 有 


r(r, z +) = T(r, f — a) + logic,l. 
上 再 由 
7 の ナー a) STC, f) + log* |e] + bg2, 
与 
Tor, f)=TG,f—a+a) T(r, — a) 
+ log*ja| + log2, 
便 立 即 有 定理 结论 ， 


为 了 以 后 的 应 用 ,我 们 来 讨论 特征 函数 的 两 个 性 质 ， 
DIOE] < R 内 亚 纯 , VE gle) = 2 其 中 a, 
の, の ERR, H a 一 gr きき 0。 M 
Toy, g) = 7 f) + 0), OSER. (1.2.10) 
由 于 Hz) 也 可 以 表 为 
f(z) = gt+p 
Yg 一 gg 
因此 我 们 仅 须 证 明 ` 
TO, g) T(r, N+ 0(1),0<r< RR, (1.2.11) 
事实 上 ， 


9 
T =T\r,2+ < logt 
(r, g) タン 78 og 


+ logt |e — Ê 
ア 


) 
+ log2, 1.2.12 
ェ ッ og ( ) 


而 


r 1 = r <TC, 
(ーッ) Tos rf + 8) + 00) < TC f) 


+ logt|y] + 1ogT 8| + 1og 2 + 0(1)。 (1.2.13) 
将 (12.13) 代 人 (1.2.12), 即 得 (1.2.11). 
2) 设 f(z) 在 jzj SR 上 全 纯 , MFO <R 有 


T(r, の S logtM(r, DD < = 7 TCR, の . (1.2.14) 


当 f(z) 全 纯 时 ， T(r, f) = m(r, 力 ， 于 是 出 m(r, f) 的 定 
义 ,(12.14) 的 第 一 个 不 等 式 是 明显 的 ， 

至 于 (1.2.14) 的 第 二 个 不 等 式 , 当 Mf) ss 1 时 显然 成 立 。 
若 Mt{r, カ >1, & MEDI = M(r, DE 其 中 z= re, MA 
Poisson-Jensen 公式 , 计 及 Rat a ば 


log*M (7, f) = log PAT 


<l, 则 


ip nap oe 
<i" log |f(Re’*)| — 2Rrcos(@ — g) + r? “9 
R+r 1 + ip = Eir 
< REL. L og? CRc の le = EET TCR， 让， 


1.2.4. Cartan 恒等式 . & 


A TARFAR REM, RAE H. Cartan? 的 一 
个 恒等式 ,为 此 先 证 明 
引 理 11， 设 "为 任 一 有 穷 复数 ， 则 
1 2x 


if iog la — e" | d0 = logt ja]. (1.2.15) 
2x J0 


“a= 0 ff, (1.2.15) 成 立 是 显然 的 .所 已 我 们 可 假定 a~ 
0. Hle] >i, 则 4 一 z 在 1z| < 1 内 购 无 漂 点 又 无 极点 ， 于 
是 由 Jensen 公式 得 


ax 
log |a| = 1f log |a 一 e9 |40, 


elle 


Y ja] 二 1 时 ,a 一 xz 在 |z| < 工 内 有 一 个 零点 < 而 无 极点 ,因此 


i” ia 1 
log |a] =—| log |a — e |d9 — log 一 . 
2 ァ J0 la] 


于 是 无 论 在 哪 种 情况 都 有 (1.2.15). 
定理 1.3. 设 fel] <X 内 亚 纯 , 则 对 于 0 二 + 二 R 有 


TC} = 元 | wd， 7ー ィ の 29 + log* 7 の. (1.2.16) 


证 .对 于 *) 一 e7 应 用 Jensen 公式 有 
sg CO — | = £ [7 tog I/C) — e° Jag 
+ NC ANG, f = e), 
再 対 6 积分 ,并 交换 右 端 首 项 的 积分 次 序 则 
mh O= hl = 


2 2x 2x 


2 


“loz Ce の 


0 
ー eae} dp + N(r,)— = | NCr, f == cei)d0， 
m 


応用 引 理 1.1。 上 式 左 端 汐 log* [KO)|。 右端 第 一 項 妨 
1 


ae | log* KCr ldo, BN mC, f). 


于 是 可 得 (1.2.16). 
(1.2.16) 称 为 Cartan 恒等式 .从 Cartan 恒等式 ,我 们 有 
系 1。7T(r, 了 是 7 的 非 减 函数 . 
系 2. T(r, 有 是 logr HOREA. 
事实 上 ， 


2x 
ED Af ast 


而 (ro f= の ) 对 于 每 个 9(0 <6 < 2x) AME r HIER RM. 
FE T(r, 是 logr HBA. 

最 后 我 们 引入 级 的 定义 . 

ENIS. SCEE (roo) 定义 的 实 函 数 ,其 中 ro > 0, 


e126 


E SOC) 在 该 区 间 内 非 负 且 非 减 , 则 它 的 级 4 和 下 级 4 分 别 定义 为 
1 = Em log+S r) 
roo logr ren lorr 

由 定义 1.5 显然 有 Suss, 

设 fe) 于 开平 面 亚 纯 ， 则 TC, f) 是 (0，co) 内 确定 的 实 
函数 , 且 在 此 区 间 上 非 负 与 非 减 ,于 是 按照 定义 15，7T(r:j 有 级 
与 下 级 . l 

定义 1.6. 设 f(z) FAEM, 7(z) 的 级 4 与 下 级 4 分 别 
EXAT (rf) 的 级 与 下 级 ， 即 | 

1 二 Fm log* TOi) m log" TCrs Ff) 


Toe log r joe log r 


应 用 定理 12 (ーー 一) 的 级 不 得 超过 ; (2) 的 级 ， 但 是 


于 是 我 们 有 下 述 结论 : 

BRAIO FARA MT ERE a n (7 
的 级 不 得 超过 f(z) 的 级 ， 

深刻 的 事实 是 ,除去 至 多 可 能 有 两 个 例外 的 复数 ， 
a(t 一 ) 的 级 恰巧 等 于 Ce) WR. TES RI 
进入 下 一 节 关 于 Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 讨论 . 


roz) 


$1.3. 第 二 基 本 定理 
131. 第 二 基本 定理 的 简单 形式 
在 证 明 R. Nevanlinna 第 二 基本 定理 之 前 ， 我 们 先 注意 一 简 
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单 的 事实 . 


引 理 1.2. 设 Al), A) A le] < RC の ) 为 的 亚 纯 函 数 ， 
则 对 于 0 二 + 二 R 有 


MC tis) — N(r, x ) =N, h) + NC, fh) 


1 1 
一 Nr, t) =n (7, 二 ) (1.3.1) 
证 .无妨 设 が が 0) が 0) 均 不 等 手 0 和 oo. 在 相反 的 情况 ， 


MARS な が 0) 与 (0) 以 它们 在 原点 Taylor 展 式 的 第 一 个 非 零 
系 数 . 


N(r, fifa 一 xr, 7 ) 


1 2x 1 
Zr | °g eee P gl が (0) な が 6)| 


- {+ に log Tee dp + log If CoD} 
+ 二 
= NC+, fi) 一 N(r =) + N(rsfi—N (=). 


现在 我 们 证 明 Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 简单 形式 , 即 含有 
三 个 密 指 量 的 形式 . 这 是 1925 Æ R. Nevanlinna 最 初 的 结果 . 

定理 1.4. 设 (F |z] < R(<0) 内 亚 纯 ， 若 f(0) #0, 
1 eo: げ (0) 0, MHF 0 二 + 二 R 有 

1 1 
7( ァ 。 f) < Nr, の +N (r, +) + N (r, sty) 
一 NiCr) + S( ァ 。 の , (1.3.2) 

其 中 


+ 


NCO = ONG D — NOs AN (rs S$) (1.33) 
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以 及 


So の カニ (っ て) +m(rs 7 ) 


ナー 1 


ONGC) — 1) | 4. 4, 
+ log peo + bg 2, (1.3.4) 
w. MESH 
isi Ë. f—1 
7 f Í 
出 发 ,有 
mir = mr £ r fa ~~ lo 
(>, r)< (の tm 7 ) 1og 2. (1.3.5) 
对 于 项 m(r， 士 ) 应 用 Jensen 公式 (1.25) 得 
L\ TGA 1 
m(r, +) TO, H N (r; 4) + 1 o y 十 (1.3.6) 
同样 对 于 项 m(r， ニー) 用 Jensen 公式 有 


w(t) aml he) f(g) 
-N (r /二 + log | K + 
対 上 式 右 端 花 括弧 中 的 項 記 用 引 理 1.2 得 
ーー 


+ {NG, Daur = 


ř Co) 
次 (1.3.6),(1.3.7) 两 式 代入 (1.3.5) 即 有 有 《1.3.2), 其 中 Mi⑦) 
与 SCr, f) ABl (1.3.3) 与 (1.3.4) 给 出 。 


—NG,f)— y(r, LY} + ton | OM (13.7) 
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注 . 定理 1.4 中 f(0) <0,1,0 以 及 f(0) 0 并 非 本 质 的 
限制 ,它们 只 是 在 应 用 Jensen 公式 时 需要 用 到 ， 当 条 件 不 满足 时 ， 


仅 须 将 余 项 SCr, 中 的 项 log CO | 应 地 加 以 改变 


即 可 ， 


1.3.2. 第 二 基本 定理 的 普遍 形式 


现在 我 们 来 推导 Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 普遍 形式 , 它 是 
由 Collingwood 中 和 Littlewood 推广 Nevanlinna 的 结果 (定理 1.4) 
而 得 到 的 ， 

定理 1.5. RAR fe) 于 lel < R 内 亚 纯 , 不 昱 ,化 为 常数 ， 又 
设 av 一 1,2,，.…，94) 为 4( 兰 2) 个 有 穷 复数 ,并且 ai a las, 
— al> 8> 0, 若 人 (0) & 0, ©; PCO) OMRE O< r< R 
有 ` 


mr, f) + 2 mC, ay) <2T(rs f) — NC) + Slr f). 


(1.3.8) 
这 里 MC) Hw 3.3) 式 确定 ,而 
Í, Ë a アー 
S(rs f= mr, etme > +.) 
logt 24 + log? + log 一. 1.3.9 
+ glog ご + g2 + los TO (1.3.9) 
证 ， 作 辅助 函数 
こ 1 
F(z) = > ーー ニーー. 
の この ー ィ 


对 于 * 的 固定 的 值 , 记 EG = l, 2。 ane) q) 为 0 0< 2r 上 的 
REEE Cc の 一 gl <>. 
q 
w yj, OEE; 时 ， 
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(iret) — a| > la, — a;l — Iire) — a;l 


I 
> a(1 -去 ) 
由 
re’? ニー 人 ce — a; | 
F( 2 - fCre®) 一 a; hi4 2 fr \’ 
有 
5 
FG > ——4 DD 
Ge の 一 る 1 7 6 ー テ ) 
2q- 


1 
> Te 
2[fCre®) — a;l 
注意 当 96 E; 时 有 CCE» +j), 于 是 


+ is + T_T 
log? | FC re) | > log Ce の 二 7 lo 2 


q 
1 
之 log+ 一 一 一 一 -一 一 一 
2 re ウール | 


一 qlog* “2 ー- log 2, (1.3.10) 
当 9 不 属于 杞 时 ,上 式 显然 也 成 立 


因此 对 于 0 S0 < 2x, EA (1.3.10) 式 ， 从 而 
mr, F) > 2 m(r, 


我 们 再 寻求 mr, F) 的 一 个 适当 的 上 界 . 
/ 1 
mr, F)< mr, fF) +m (- 7) 


1 )— glog* 24 — log 2. (1.3.11) 
一 dy 8 


r 


< m(r, PF) + 7 の 一 (r> 7)+ log — 1 TON (13.12) 
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注意 到 . 
T(r, f) = mr,f) + N(r, f) 


<m(r,f) +m (>, £) + NCr, Ff) 

= TD + m (r, E) + (WC の 一 が Co の 53.3) 
将 (1.3.13) RA (1.3.12) 后 再 与 (1.3.11) 进行 比较 , 即 得 

m(r， の + > m(r, 


2 ー) < 27T(r+, f) 


ー PNG ー Cr の +N (>. 加 


+ mlr, > f ) + m (rs £) + giogt 22 


+ 1og 2 lo 1.3.14) 
s+ 08 Tao] TOT で 
1.3.3. 对 数 导数 的 基本 引 理 


为 了 以 后 的 应 用 ， 我 们 将 证 明定 理 1.4 与 定 于 1.5 中 的 余 項 
SG, D Er 趋 于 R 时 一 般 说 来 比 TO.) 的 增长 缓慢 。 在 定理 
1.4 中 ,对 于 一 个 确定 的 函数 f(x) ,5S(r, の 里 的 后 两 项 是 常数 ,而 


前 两 项 具有 相同 形式 m(r， Liar $ け ニ ュー) 所 以 我 们 要 研 
zmr, 个 ) 的 增长 问题 | 


就 一 些 具体 的 函数 f(z) KB m (-， £) ENKHEE T(r, 


DR: 这 是 容易 置信 的 。 例如 当 Ae 4 次 多項式 POH, 
T(r, P) = klogr + 0(1), fim (5) =0 (>r) 又 如 
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f(z) = cr 在 1.2.2 中 已 曾 计 算 T(r, e) = Z, me (ウリ 


一 0， 但 是 要 对 任意 亚 纯 函 数 证 明 这 个 结论 却 是 一 个 深刻 的 事 
X. CEFR Nevanlinna 的 基本 引 理 所 表达 . aot = (log f)’, 


所 以 也 称 为 对 数 导数 引 理 ， 它 在 Nevanlinn 第 二 基 本 定理 里 起 着 
关键 的 作用 . 这 里 采取 了 G. Valiron 改善 后 的 形式 ,这 种 改善 
对 于 在 正规 族 理 论 和 Bod 方向 的 应 用 来 说 是 重要 的 . 

引 理 1.3. 设 函 数 Ks) Fle] < R(Soo) AILS. 若 太 0) き 
0, ©, WHF 0 二 + 二 p 二 R 有 


r) + 1 a 
mlr, —) < 10 + 4log log” 一 一 一 十 2log 一 
( 7 OD | r 


+ 4logtp + 4logt Tp, P). (1.3.15) 
r 


+ 3log* 1 
の ーー 


GE. art 二 (log 让 ,为 了 获得 (», 万 ) 的 估计 ， 我 们 从 
关于 log7 的 Poisson-Jcnsen 公式 出 发 ， 然 后 取 其 导数 加 以 估计 
Be z= rel, M 


1 dn . 2 -=r 
1 z = 二 | l ‘p 4 
og | = 7), be ee の ローン の ー の エタ 


?一 Cg ' 2 =» 
一 5 log L + ` log L- h.z - 
leul<e p(z—4,) 15。1S ぁ [plz 一 6) 
注意 
— p? i 
P TZ ,= Re (er ts), 
P — 2ercos(p — 0) +r pe? — z 
即 有 
1 (” i? + 
log f(z) = if log [ee の | ue ip 
-z 


P 一 4,2 or 一 也 
ー Blog テー うす Dlog fa tic. (1.3.16) 
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对 各 项 取 导 数 得 


f(z) _ 1 2x 。 civ __2pe? 
f(z) a log le 2 “一 zy? 
ー タ ーー lg ドーg + ジー ポー 


(< 一 4,)(p? — 4,2) (z — b, 一?) ` 


当 e| =7 时 
o dale — Jay!) | pas 
(z — a, — zz) |e? a’ oG- ay); 
<ー ど ゲー この je 一 gz 
(〆ーg ア je 一 | (一 人 | 二 a | 
HRA 
ーー ドー fee | b= ys 
(z — by Cot — Bz) | © (o — r | oz -6 
于 是 
PR < gili lo cee lag 
? — Biz 
ro A GLE } 
但 


LT) HeglCeeelee = mlo, f) + m (o, +) 


< 27(0, f) + log TST: 


TS < log* 20 + log *2T(o, の 
z (。 一 ヶ ア 


+ log* log* Toy] 可 + Blogt 


eo — Bz 


Plz — by) 


| の 一 2 
oe = a,) 
+ los [Ce + "le 4) +2}, 


+ Slog? 
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SHER Pe 应 用 Jensen 公式 有 


p(z 一 a, 

log RT = m(r, E) + logt kT 
故 

ーー 

Le 
同样 

Po CS) = Meo = NOD. 
于 是 


m(r, £) < 2log2 + logto + 2log? _ 
p ーー 


r 


+ log 了 Ce, f) + log * log*-_~—_ + MCp。 の 


KOJ 


— Nr, f) + N (ø, DENGES 


+ log EOR) +n (o +) + a}, (1.3.17) 
为 了 估计 nC) = Co f+» (o, +), W5 no) 相应 的 省 
指 量 为 NO). 我 们 取 o> 使っ の て の て. 日 
NGp) >) MOF > nee, 
有 
no) < No) < earo 
+ 让 


» 21 。 


Tz 


log*{n(p) + 2} < logtp’ + log* - 1 
の 一 p 


+ log*log* TON + logtT(o', f) + 4log2. (1.3.18) 


为 了 估计 N(p) 一 NO) 注意 NO) 是 log: 的 凸 函数 ,对 于 


O<r<p<p < RE 
Ag 一 NG) < Me うー NO) 


loge 一 logr log p’ 一 logr 
即 
log 上 
r 
N(e) — N(r) < ーー- N(p'), 
log & 
r 
E 
log を ー ド の < eat, 
r r t r 
log 2 一 | 和 > ene, 
r i P 
得 
MC の 一 WMC) < と ター]27( の の kg ーー. 
>r por Í 170) | 
取 2 使 得 | 
Pert (アー ァ ) _ ーー (1.3.19) 


2p {rp D+ logt TOJ me 


则 0<+<p<p<R,H 
N(p)— NG) <1, (1.3.20 ) 
由 (1.3.19) 有 


logt 


“1 
< log* ー + logt — 1 + log tp’ 
e —r 


pj 一 了 


* 22 。 


1 
+ iog+7(Cp f) + log*logt 一 一 一 + log6。 (1.3.21) 
KO9)| 
又 由 
p= r <, 
有 
〆ーp ニ (アー の うー(e 一 テモ ーー 
从 而 
logt t < log2 + logt t, (1.3.22) 
の 一 p の 一 了 


将 (1.3.18),(1.3.20):(1.3.21) 代 人 (1.3.17) ,并 计 及 (1.3.22) 得 


1 
m(r, £) < 9log2 + 2log3 + 1+ 4logtlog*t 一 -一 一 
f TFC) | 


+ 2log*— + 3log* 一 1 十 4log+p + 4ogT7(/。 f). 
ーー の ダー チー 


这 就 是 引 理 的 结论 . 


1.3.4. Borel 引 理 


在 引 理 1.3 Em (r> £) 的 估计 中 具有 项 logtTCo, f), Æ 


了 处 理 这 一 项 , 我 们 还 需要 关于 单调 函数 的 一 个 引 理 . 这 个 引 理 
本 质 上 是 属于 Borel! 的 . 

引 理 1.4. (1) 设 T(r) 在 ro 所 + 过 00 EES FRAK. 
T(r) > 1, WREE r 的 一 个 集合 Eo 后 恒 有 

zf 十 nm) <2T(r); (1.3.23) 

E Eo 的 线性 测度 不 超过 2. 

DE TO) E n<r<R<w BES ERB TC) 
21, 则 除去 7 的 一 个 集合 Eo 后 恒 有 
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zf 十 Fa) 27(7 )， (1.3.24) 


af, 2 < 2. 特 别 地 若 <p <p <R 5 R- < 二， 
则 在 区 间 (p, p) 内 必 有 ?使 (1.3.24) 成立 . 

ik. (1) 倍 若 (1.3.23) 式 在 To < r< 0 恒 成 立 ’ 则 引 理 中 《17) 
的 结论 已 经 成 立 ， 在 相反 的 情況 。 记 Eo 为 使 (1.3.23) 式 不 成 立 的 
"(之 10) 的 集合 。 因 为 TOC) 是 连续 函数 ，Eo 显然 是 闭 集 . 

记 


. + 
ri = minEs; 7」 =r 


1 
+ 一 一 一 
Tay 

a , r 1 
f2 min{ Ea N [ris co)}。 r= r+ TO,” 


ee eres 


min{ Ee [r 00)}, r= r, + Fy’ 


ry 


soree 


AAR HF r< rS rlo =1,2,°°-), W thee ce. 
但 是 对 于 所 有 的 > 有 


d = 
nr, = 


l >l >o, 
T) 


Tr) TC 


这 便 推 得 一 矛盾 , 于 是 lime, = co， 从 而 EC [Er lh. 数 


mesEo = > (メー ァ ) 一 5 元: y 
v=] ャ =1 » 


注意 (= 1,2, +++) 都 属于 Eo Kit 
T) > Tri) > 27( カー ロブ Bees > 27 Try) > 21, 
FE 


eo 24 。 


mesEo S > 1 = 2, 


x ファー! ` 


(2) 作 适 当 的 变数 替换 , 使 化 为 (1) 的 情況 . PXL RAB 


> アー 一 の の 。 pg = lo l : 
— ro 


p = log 


则 Tile) = TOR — e) 就 是 在 oS p< co -上 定义 的 函数 ， 根 
据 (1), 和 使 


Ti (0+ 7) > 27,(o) 


成 立 的 信 o( oo) 构成 集 ,其 线性 测度 不 超过 2， 相 应 于 E 的 7 
的 集合 记 为 Eo M 


dr 
| R-r | | de <2. 
当 rEEo 时 有 
TOOD < 2TCr), 
其 中 
1 1 1 
1 -一 一 
9g テ ーー log テー テキ TG) 
RH 
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于 是 在 区 间 (Co. P) 内 存在 值 r 不 属于 Eo 即 


r(r + x=) <2T(r). 


1.35. 第 二 基 本 定理 的 余 項 


应 用 引 理 1.3 和 引 理 14, 我 们 可 以 对 第 二 基本 定理 的 余 项 进 
行 讨论 . 
定理 1.6. ik OERE., ALAR, Sr, f) 由 
定理 1.4 中 的 (1.3. わ 或 定理 1.5 的 (1.3.9) 确 定 。 则 当 f(z) WA 
级 时 有 
S(r, f) = OClogr), (r+— 00); (1.3.25) 
4 fg) 为 无 穷 级 时 有 
S(r, 1) = O{log(rT(r, カ )}, Cr ーー œ), (1.3.26) 
可 能 须 除去 一 个 集合 E, 其 线性 测度 为 有 穷 ”. 
YE. RRA RE 1.5 中 的 余 项 ,至 于 定理 !.4 中 的 余 項 形 
式 更 为 简单 ,完全 有 相同 的 结论 . . 
- Bic 


p(z) = I] Cf) 一 る うぅ 


则 
— , の 
Sos f) 一 らし し 。 と ) + m(r, z) + 0(!). 
当 f(x) 的 级 1 为 有 穷 时 ， 
T(r D< rr, G > ro. 
而 


be 
4. 


1) Ke) EPR WA fC) 在 le] <0 亚 纯 ,有 时 简称 为 亚 纯 函 数 ， 
2) 由 引 理 1.4 的 证 明 , 或 者 说 可 能 须 除去 一 列 总 幅 长 为 有 穷 的 例外 区 间 。 
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Trp) < > T(r, f — 4) Eatr D+ OC). 


vol 


在 引 理 1.3 PR e = 2r, Ril 
M| ri £ = ogr mir g = r + > 
(r £) = oog r), (rE) = OC log Cr 一 oo) 
Mitt 
Sr。 f) = OC log の (r 00), 
当 fz) 为 无 穷 级 时 ， 存在 ro 使 T(ro, f) >l, TCros p) ai, 
由 引 理 1.4, 相 应 于 TC 力 与 T(r, ゅ ) 的 除外 値 集 分 別 光 お 」。 Ez 


则 mesE; SS 2(7 = 1,2). 当 r€Ck, UED e= r + yA 


m(r, £) = Of log (r T(r, f))}s 


mhr, Z) = olio CTD, >o), 


从 而 | 
Slr, f) = O{log (rT(r+, {dts Cr 一 co), 
RE r 的 一 个 集合 , 其 线性 测度 不 超过 4. 
由 于 当 a, HBB > 0) aE dy 时 有 
1 = — a, 一 r _ 
m(r, ーー)ー Tra り wt ° f 一 -) 
1 + 
+ ls TO a < 7( ァ 。 の + log |z。 | + log 2 
1 1 
—-Ni(r,——]4+ 1 — 。 
( j= z) °F TO a] 
于 是 定理 1.5 也 可 以 叙述 为 


定理 1.5. 设 函数 fe) 于 开平 面 亚 纯 , AOR. Mik 
a 一 1,2,"……，9) 为 并 之 3) 个 判别 ?的 复数 (其 中 可 以 有 一 个 复 


1) Wace = l, 2, …。 4) 中 两 两 不 相等 ， 
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ERI) J 
a- DT D< D N (r 1) — CO すか 


RE NGO) 仍 如 (1.3.3) 式 表示 ，S(Cr ， 力 具有 定理 1.6 中 所 表述 的 
余 项 的 性 质 . 


$1.4. 第 二 基本 定理 的 应 用 
1.4.1. Picard-Borel 定理 
为 了 从 第 二 基本 定理 导出 Picard 定理 ， 我 们 先 注意 下 述 事 
引 理 1.5. fe) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函数 ?， 则 
lim TOi) = 0, (1.4.1) 


roo logr 
证 . 设 若 不 然 ， 即 存在 一 个 适当 大 的 正 数 M: 和 一 列 趋 于 无 穷 
的 正 数 r, {E lim TD <M,  Nevanlinna 第 一 基本 定理 


log r, 
有 
N( rr， r ) 
tim NG») <M, tim ——_ <M. 
ve logr, veo logr, 


于 是 在 并 平面 上 (ONEARSARAMEMRBUM. FER 
函数 RCz), 使 与 f(z) 有 相同 的 零点 ,极点 、 重 级 也 相同 , 则 


LEX me oo， 其 中 go) HERR. 


由 于 RCs) BA PER. i TCO, R) = OClogr). FE 
T(r, t) < Troe + TCO, RY+ OC) = O(log ry). 


D 开平 而 上 的 起 越 亚 纯 阴 数 系 指 不 嫉 化 为 有 理沙 数 的 亚 纯 函数 。 


s 28 。 


从 而 
f 2ryt r, Í ーー r 
log M (r. t\< Bette r(2r, t) oc log se 
因此 对 于 lel = r, 上 的 任意 点 > 恒 有 


Re g(z) = log pe = O(log 7。). 


应 用 推广 的 Liouville 定理 (参阅 Titchmarsh [ 1186 一 87) 可 知 ， > g(x) 
为 常数 , 即 f(z) HARB. S53 BRAT EH. 
现在 我 们 有 以 下 的 Picard 定理 . 
定理 1.7. 設 f(x) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函 数 , 则 f(z) 取 任 意 
复数 无 穷 多 次 ,至 多 可 能 有 两 个 例外 值 . 
证 . 若 定 理 结论 不 成 立 ， 邑 存在 三 个 判别 的 复数 a,(v = 1， 
2,3) 使 1(z) = a, 只 有 有 穷 个 根 ， 从 而 
N(r, ay) = OClogr), (vy = 1,2,3), 
命 , 
Ra. 2 一 43 


f(z) +a; M~m 


giz (1.4.2) 


则 


N(r, 1)+N(;, ーー -) + NC, g) 一 OC log + ), 


对 g(x) 及 0,1,00 应 用 定理 1.4, 并 计 及 定理 1.6 得 
T(r, g) = Oflog(rT(r, g))., 
至 多 可 能 除去 一 个 线性 测度 不 超过 4 的 集合 ， 于 是 
lim Tag) < oo。 
r+» logr 
根 据 引 理 1.5, g(z) 为 有 理 函 数 ,因此 f(x) ERRAR RES 
定理 假设 相 矛 盾 . 
定义 1.7. 设 函 数 f(z) 于 开平 面 亚 纯 ,a 为 任 一 复数 .a 称 为 
人 (の 的 Picard 例外 值 , 若 f(z) 一 a 没有 零点 ， 
由 定理 1.7 可 知 , 超越 亚 纯 函数 的 Picard 例外 值 至 多 只 有 两 
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个 . 上 界 2 是 精确 的 ,例如 e* 有 两 个 Picard 例外 信 9。 oo。 而 对 于 
EBA SARS RM a, e* 一 4 都 有 无 穷 多 个 零点 ， 

应 用 R. Nevanlinna 第 二 基本 定理 ， 还 可 立即 导 人 得 Borel E 
理 . 为 此 先 引 进 Borel 例外 值 的 概念 . i 

定义 1.8. iO ATA AAR ぇ HAIER, < 
为 任 一 复数 . a 称 为 f(x) 的 Bord 例外 值 , 若 


Fm oar f= a) i (1.4.3) 
roe log r 


引 理 1.6. 2 fle) FH ERA RAWAM. We) 
以 某 复 数 a 为 Borel 例外 値 的 必要 是 充分 的 条件 基 
im log NCr, f= a) <i. 


r>a log r 


ik. H 


(ref t= ("tc LNG f = 
Gi DE E < NOn faa) C> 
5 

NCr,f = a) — NCro, f =a) = | zG f= i= at 


a 


< が (テッ ナー a) log 二 
7 0 


易 知 
一 im pg が (ナー ティ) =in logntr, f= a) 
r>o log > r>a log r 
于 是 引 理 的 结论 可 立即 从 定义 得 到 . 
定理 1.8. 设 函 数 故 >) 于 开平 面 亚 纯 , 级 1 为 有 穷 正 数 , 则 刀 z) 
的 Borel 例外 值 至 多 有 两 个 . 
证 。 假设 定理 结论 不 成 立 , 则 存在 三 个 判别 的 复数 a,(» = 1， 
253); 使 得 f(z) 以 ay 为 Borel 例外 值 . 根据 5 理 1.6; 则 有 
fim Nete < 7, (» = 1,2,3). 
チン の ogr 
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无 妨 设 aC» = 1,2,3)%H 0,1, ©, GUERC.. 
为 所 述 情况 ， 对 f(z) 以 及 0,1,00 应 用 定理 1.4 与 定理 1,6, 注意 
到 f(z) 为 有 穷 级 , 则 


T(r,)) < SING f= ay) + O(logr). 


于 是 
Em leet の 一 
r >o log r i 
这 与 f(z) 的 级 为 4 相 矛 盾 . 


TR IRI Picard 例外 值 必 为 它 的 Borel 例外 值 ,于 是 在 有 
穷 正 级 了 时 ，Borel 定理 发 展 了 Picard 定理 . 


14.2. FERR 


Nevanlinna 第 二 基本 定理 不 仅 包 含 了 Picard-Borel 定理 , MH 
从 它 可 以 引出 亏 值 \ 亏 量 的 概念 ,得 到 重要 的 亏 量 :关系 ， 

定义 1.9. 设 1(z) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函 逆 :, a 为 任 一 复数 . 
定义 < 对 于 1(z) 的 亏 量 ( 或 简称 为 亏 量 ) 为 


a le) 
Tey TER GA” 
(1.4.4) 


容易 看 出 0S8(z, SS 1. 

EM 110. 复数 a 称 为 亚 纯 函 数 f(z) 的 亏 值 ， 若 其 亏 量 大 
于 0。 它 也 称 为 Nevanlinna 例外 值 ， 

粗略 地 说 ,a 是 f(x) 的 污 值 是 指 ,在 开平 下 上 f(x) 一 a 的 零 
点 比较 “稀少 ”， 它 是 Picard 例外 值 和 Borel 例外 值 的 发 展 , 不 过 
一 般 说 来 更 加 精确 . 

定理 1.9. 设 f(z) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 闭 数 ; 则 f(z) 的 亏 
值 至 多 为 一 可 数 集 , 且 

Daa, j) SS 2 (1.4.5) 
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证 ,车 (> 一 1, 2。 …，9) 为 一 组 互相 判别 的 复数 , 则 由 定 
理 1.5 有 


1 
in | y coeg 2T 4s SED 


Toa > Tf) Dia T(rsf) ise Trop) 
于 是 
È (nt) 
>, (の SS lim NERINE 7. 
ror テー T(r, の 


从 而 对 于 任意 正 整 数 ;, 使 得 号 量 大 于 1/, 的 亏 值 少 于 2 个 . 但 是 
E{a:6(a, f) > 0} = U B {e:0¢asf) > 4}. 

因此 f(z) 的 亏 值 至 多 为 一 可 数 集 , 在 te) 的 亏 值 中 任意 取 有 限 个 

ao 一 1,2，.…，g) 都 有 > Ka <2, MTT SSR 


总 和 不 超过 2. 
亏 量 总 和 的 上 界 2 是 可 以 达到 的 例如 对 于 <* 有 
8(0。 e*) + 6(oo。 e*) = 2. 
当 f(z) 为 超越 整 函数 时 , 显然 (o,f) = 1, 于 是 
Sela p<. (1.4.6) 
a 
设 f(z) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函 数 . 车 < 是 : f(x) 的 Picard 
例外 值 , 则 a 必 为 OWS. Hol, j=l, 于 是 定理 1.9 包含 
了 定理 1.7, 
iz .事实 上 , 亏 值 最 初 是 由 Collingwood 引进 的 ,但 是 Collingwood 
赖 以 引进 亏 值 的 不 等 式 〈 定 理 1.5) 是 Nevanlinna 基本 不等式 ( 定 
理 1.4) 的 推广 所 以 通常 还 是 将 亏 值 称 为 Nevan inna 例外 值 . 
在 获得 Picard 定理 与 气量 关系 (定理 1.7 与 定理 1.9) 时 , 我 
们 都 假定 了 函数 (>) 是 超越 的 ， 当 f(z) 为 有 理 函 数 时 ,相应 的 结 
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论 〈 定 理 1.7 的 结论 须 改 变 为 取 到 任意 复数 ) 也 可 .有 类 似 的 方法 证 


明 ， 只 要 注意 到 f(s) = と の の 则 


m(n, £)< n(n 2) + m(r, 2) =o (r => œ). 


于 是 这 时 R. Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 余 项 有 C, f) = 00). 
当然 ,在 有 理 函 数 这 种 简单 情况 ,用 直接 验算 的 办 法 还 可 以 得 
到 更 强 的 结论 ， 
设 fz) HBA. Wife) 能 取 到 任意 复数 ,至 多 有 一 个 
Picard AJME. HE f(z) 有 且 仅 有 一 个 亏 值 . 


1.4.3, Bi 
现在 我 们 来 推导 Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 另 一 形式 . 
TER f(z) 于 |z| < RC) AEH, e 为 任意 有 穷 复数 ， 
WEO<r KRU wr, f= 2) 表示 在 lz| 内, 一 的 


零点 数 , 每 个 零点 仅 计 一 次 , 它 有 时 也 记 为 (7 二 或 (7， 
a). Mid 

= _ _ 0; 若 {(0) =a, 

to の = # (0) =a, 
時 


Nir, f=a)= ee 一 a) ー 20, f= a) a 


t 
+ n(0,f= a)logrs 


RE O = a WERE RA N (r, -二 ) RCs a), 


类 似 地 有 nr f= œ) (BK が か > aCr, 00 ) LAR が (7。 f = 0) 
《或 N(r, D N(r, co ))。 


由 定理 1.9， 着 a= 1。 2，.…，9) 为 一 丝 判别 的 复数 , 则 
(q — 2) 7 の < >) N (r, 1 ) ZNC) + SCs f)» 
val ナー ay 
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其 中 Sr, f) 具有 定理 1.6 所 述 的 余 项 性 质 . 
我 们 来 讨论 Ni(r) 的 性 质 ， 


, 1 
Wr) = NC NG P) EN (rs +) 
记 
2N(r, f) — N(r5 の = | to f= 20) 
+ (0, f = ©)logr, 
它 是 重 级 极点 的 密 指 量 ,其 中 mC, j= 00) = (6 の 一 5 の 
车 f(z) 在 和 处 有 一 个 & 重 极点 , 则 mir f= cc) 在 so 处 计算 


一 1 次 . MH¢H-ADERM, fe) 一 在 *。 处 有 一 个 & 重 


FA Wo (ry) 在 mm 处 计算 一 1 次 ， 于 是 记 


m(t) = nlt, f = ©) n (s >) 


与 NiCr) = [AO aO a + m0)log+, 它 总 重 级 值 点 密 指 


量 .对 于 任意 复数 * (ESRR), BHO) 一 a 在 zo 处 有 一 个 
EFA M mG) 在 zo。 处 计算 一 1 次 .于 是 


4 


Xaho- 1 Jam < DR ! ) 


val 一 ay val f 一 @y 


从 而 Nevanlinna 第 二 基本 定理 可 以 写 为 


(2 一 7 p< SR (r, ーー - )+ SC f). (1.4.7) 
定义 1.11, 设 f(z) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 孙 数 ，。 HER 
复数 . 定义 
— ェ ー N(r, a) 
6(2,j/) = 1 — lim > 
(Ca,f) im Te 
ーー Nr, 2) 一 NC, a) 
和 a, = lim — —4 ~ 。 
p - F>» T(r, か 


由 (1.4.7) 以 及 
Bla, f) + O(a, f) = tim ZOD) + tim p の ー NG a) 


re T(r, f) ; Trt) 
< hi mrs a)+N(r, NG, a) _ ン 
lim Tr, f) €a, > 


我 们 有 
定理 1.10. 设 f(x) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 青 数 ， 则 使 OC, 
D> ihe 至 多 是 可 数 的 ,并 且 


Dd {ole + Oa < Mola EI (148) 


定 叉 1.12. 若 f(x) 一 a MSA Ks 为 Off, MEAR 
点 ) NBA 22, 则 称 4 是 f(z) 的 一 條 完全 重 直 . 

系 1. 在 定理 1.10 假设 下 , f(z) 的 完全 重 值 芷 多 有 4. 

事实 上 ， me 是 f(x) 的 完全 重 值 , 则 

ーー ェ ー N ry の a) 
ot > ユエ (1.4.9) 

于 是 由 (1.4.8) ATA jf(z) 的 完全 重 值 至 多 有 ++. 

系 2. 设 fe) 为 一 超越 整 函数 , 则 fe) 有 穷 的 完全 重 值 至 多 
有 两 个 , 

事实 上 ,对 于 整 函数 f(z) 有 


>) Oa, p<. (1.4.10) 


し も エコ 
结合 (1.4.9), 立 即 有 系 2 结论 
系 1 和 系 2 的 结论 都 是 精确 的 ， 例 如 Weierstrass 構図 函数 
Be) 于 开平 面 亚 纯 , 它 满足 函数 方程 
PC)? = {$2) 一 ah{Ble) a HP) — a}, (14.11) 
其 中 a, as as 是 直 相 判别 的 有 穷 复数 ， 显 然 当 BE) = a,(» = 
1,2,3) 时 有 BG) 一 0， 于 是 ov = 1,2,3) 是 BE) 的 完全 重 
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值 . 以 (1.4.11 う 近 可 以 着 出 Be) 仅 有 二 级 极点 :因此 co 也 是 BG) 
的 完全 重 值 . 

ins 是 一 介 整 画数 , 1 和 一 1 是 它 的 两 个 完全 重 值 ， 因 为 当 
sing 一 士 1 时 ,显然 其 导数 cose = 0, 

系 3. fe) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函 数 ， 冯 设 «(v= 1， 
2 p) 为 一 组 判别 的 复数 , 1,(v = 1,2, か 为 大 于 1 的 整 
数 . 若 fe) 一 alv 一 1,2,"… p) 的 零点 重 级 去 Sl, I 


ian 1 
ジュ ー エ ) <2. (1.4.12) 
ャ =1 » 


$1.5. 第 二 基本 定理 的 推广 


在 本 节 里 ， 我 们 车 虑 将 第 二 基本 定理 中 的 常数 易 为 函数 的 推 
T. 


15.1. 某 些 特殊 结果 


R. Nevanlinna”! 曾经 在 含有 三 项 密 指 量 的 第 -基本 定理 ( 定 
理 1.4) 中 将 当 数 易 为 增长 性 较 低 的 状 数 ， 他 建立 了 
EH LIL 设 通 数 f(z) 与 gp,(z)(v 一 1,2,3, 在 开平 面 亚 纯 ， 
E. . 
T(r, P) = of T(r, Ð} (vy = 1,2,3), 
则 


{1 — oD}T(,ND < 2 u(r, 1 ) + 9105.) 


f 一 Py» 
其 中 SO, 具有 定理 1.6 所 述 的 通常 余 项 的 性质 . 
事实 上 , 若 命 
g(z) — f(z) 一 plz) 。 plz) 一 pla) (1.5.2) 


fz) 一 ple) oz) 一 ple) 
则 由 定理 1.4 得 | 
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TCs 8) < NC g) +N (r, +) tN = z) 


t S(r, g). (1.5.3) 
由 (1.5.2) 有 
1 1 2 Pı 
—— == {ee ， g 1). 


ナー 93 pa 一 の 


于 是 
T(r, f) < T(r, f — p) + T(r, g3) + log2 
1 
< Tir, + o( T(r, 
(ori) + ef の の 
<TC, g) + of Tr, D). 
从 而 


(1 — oT, H) < THs g). 
FA (1.5.2) 易 知 
ope T+N rs 


(z 
Daley Lent = 


+N(r, 


in ) 
Pı — P3 


P2 — P3 


<>) n(r, ; =.) + of TOs P). 
这 样 由 (1.5.3) 即 有 (1.5.1), 
此 外 根据 (1.5.2) RA 
g(z) — P: — P; Pa— pp = Py + il, 

ー の トナ チー Ys 
故 

T(r, g) S {1 + DITCr, F). 
当 f(z) 为 有 穷 级 时 ，g(z) 亦 为 有 穷 级 ， 于 是 (1.5.3) 式 中 
的 余 項 SCs g) = OC logr). 当 fle) AERAN, g) WHE 
ャ 37 。 


BM, Sr, g) = Of log(r7T(r, g))} = Of log(rT( +, fh 除去 
一 个 测度 为 有 穷 的 集合 . 

基于 定理 1.11, R. Nevanlinna 曽 提出 在 第 二 基 本 定理 的 一 般 
形式 (定理 1.5) 中 ,是 否 可 以 把 常数 都 替换 为 增长 性 较 慢 的 函数 ， 
他 还 指出 把 常数 替换 为 多 项 式 是 不 难 做 到 的 ， 但 是 要 替换 为 一 般 
函数 , 则 十 分 困难 . 

一 些 特 殊 情 况 曾 先后 为 J. Dufresnoy™ .能 庆 来 由 所 研究 ,例如 
J. Dufresnoy 曾 得 到 

定理 1.12. ike fe) FIERA, RRA AAR. 
若 PGO S1, 2,1,4) 为 9 个 次 数 不 超过 了 的 多項式 互相 
判别 , 则 对 于 0 二 + < co 有 


Ci D3 nl 5) 


+ S(r, j). (1.5.4) 
这 里 SCr。 具有 通常 余 项 的 性 质 . 
在 证 明定 水 1.12 前 , 我 们 注意 一 个 事实 . 


引 理 1.6. RER 7(z) 于 开平 面 超越 亚 纯 ， 中 对 于 任意 正 整 
RRA 


m(r, E) = Cr (1.5.5) 
其 中 Sr. 表示 具有 定理 1.6 中 性 原 的 量 . 
和 证 ， 当 有 & 一 1 时 , 由 定理 1.6 中 的 论证 , 引 理 结论 显然 成 立 . 
设 (1.5.5) RE R= 时 已 经 成 立 , 我 们 欲 证 它 在 不 一 工 士 工时 也 
成立 . 
由 于 nCr, が うり = nr, f) + lnCr sf) < (2 + ] )n(rsf)s 故 
Ts f°) = mrs 1P) + NC, fO) 


ー | 
< GD + mr, 7) + NG, 1°) 


SU + DT D+ Mrs PD. 
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FEY f(z) JAZAR, (C2) 也 是 有 穷 级 7, 从 而 
porn 
m(r, r) = O(logr). 
当 fe) 为 无 穷 级 时 ， 


m(+, な ) = Of log (rTCr, f?))} = OL log (r T(r P}, 


至 多 除去 一 个 线性 测度 为 有 穷 的 集合 .因此 
m fire f2 が けり _ 
し ) sz 7 )+ a(r T) Slr, f) 
现在 我 们 证 明定 理 1.12. 考虑 
k 1 
F = >. 
œ 之 f(z) 一 Ps) 
m(r, F) 的 下 界 可 如 同 定理 1.5 得 到 ,( 人 参阅 以 下 定理 1.13 证 明 的 
前 半 部 分 ) 有 


q 
mr, P> D e(n) の m(r, 4) 
ッ ニ 1 1<v,<v,<4 Py, — Po, 


t~ P, 
— glog {24 + tg — 1)} — log2 


>> m (r) Z の Cm の. 


另 一 方面 
mlr, F) < mlr, {ATDF) + m(r, wai) 


< mlr, fet) F) + T(r, が 2 すり) 
1 \ 1 

ー (。 av) + log aeRO) |” 
注意 到 i 
TO, fat) ーー m(r> fat) + が ( ァ 。 pet») 


dtd 


< mr, f) +m (+, 7) 


1) 494.1 我 们 将 证 明 ECz) 与 D(z) 有 相同 的 级 。 


+ NG, D+ (d+ DNCG, t) 


<(d4+2)T(r,f) + m (+, 全 


比較 mOr, 子 ) 的 下 界 与 上 界 , 并 计 及 引 理 1.6 BN (1.5.4) A. 
1.5.2. 庄 折 泰 的 不等式 

对 于 上 述 R. Nevanlinna 提出 的 一 般 问 题 , 庄 折 泰 外 曾 进行 了 
研究 . 特别 地 在 整 冰 数 的 情况 ,问题 已 获 彻底 解决 . 


定理 1.13. ie BE BY f(z) 与 plz) Cy =1,2, ‘', q) 于 开平 
面 亚 纯 . Plz) (v =], 23,7, q) EAE 


T(r, Py) = of T(r, の} (vy =1, 2, aq). 
则 
| 。 
{9 —1— oD D < DN (re) i 
+ qaNCr, F) + SGr,f). て 1.5.6) 
这 里 


S(r, f) = Oflog(rT(rs f))}> 
当 f(z) 为 无 穷 级 时 ,可 能 须 除 去 一 列 总 幅 长 为 有 穷 的 例外 区 间 . 
证 .我 们 可 以 找到 (<4) PRE KNW BR (<) 
G = 1,2, >» か ) 使 得 
T(r, あう = of TC, の ) (j= 1,2,3, p) 
以 及 
9,(z) = > bile) (» = 1,2,°°°, q)» 


其 中 cy 都 是 常 数 . 
事实 上 , 当 w。(z)( ヵ = 1。 2。 …・ ぅ 9) 线性 无 兴 时 , 取 
pz) = plz) ` G == 1,2, °%+5 4) 
即 可 . 当 py (z)(v = 1, 2,……，。94) 线 性 相关 时 ,其 中 存在 <a) 
个 是 线性 无 关 的 . 这 时 把 这 7 个 线性 无 关 的 函数 取 为 4G). 
如 同 定理 1.5 的 证 明 , 置 
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_ で 1 
Fe) = 2 fl) 一 plz) 


然后 寻求 mG, FW FREER. 
求 m(r,F) 的 下 界 的 方法 与 定理 1.5 是 类 似 的 .对 于 每 个 +， 
置 


aO) = min {lpn Cre) — wae の | 1} 
lev <v, <9 


(0 SS 9< 2 ァ )、 
再 以 E; 表示 [0, 2x) 上 使 得 


re pre < So 
成立 的 9 値 的 集合 。 在 E EL oe 时 有 
Kre”) = pare) > ImGe の 一 we の | 
= Iet) — pire) = 80) — PE > È Co), 


Fret) = ——______-_ 1 - 
re) = Tay re 


ES 


i8 
lIF(re®)| > fre — p(re)| 


aO) 


— 7 
UE 1 


q/ 


a 


1 
> Tire) — ore)” 
于 是 当 0E E; RY, 有 OEE (vy # i)» 从 而 
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log | F(re’® lbg— ss o2 
BIRO > we ae 
> gt —— 1b 
21 8" a GT] 
一 +24 _ 0 .5. 
qlog 0) log 2, (1.5.7) 


显然 当 6E( U Bi) 时 ,上 式 也 成 立 ， 于 是 对 于 所 有 的 0<8 < 2z, 
(1.5.7) 式 恒 成 立 ， 从 而 


zj + 29 
一 一 | log? — dé 一 log 2, 
ファ o 6(6) 
再 由 
1 1 

一 一 < 工 十 ェ ーーーーーーーーーーーーーーーー ーーーー 

e(a) 2 |p, Cre) 一 p, Cre)| ? 
遂 得 

? 
mr, F)> Xml, = )-? > m(r, 1 
v=1 ナー の > lev, <0, <4 Pr, 一 Ps, 


— qlog {24 + qq — 1)} 一 log2. 


之 之 mm(r， ーー) ー of TG, f)}. (1.5.8) 
为 了 获得 mOr, F) 的 上 界 , 记 
Ay = Alpis das ++ +s bp) 
p, pz +++ Dy 
Por Bs 


pie) gpp». 。。 per 
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为 DHG = 1,2, +++, p) 的 Wrouskian 行列 式 。 A( 了 7。 dis Pas 
为 f(z), PCG = 152… ぅ の 的 Wrouskian 行列 式 。 
id 
LCi) ーー ag, Pris Pry 7% dy) 
0 


= AO + DO poe te “at + = 
0 


a 5.9) 
显然 LO 是 一 线性 算 子 , H L(p,) 一 0( = 1,2, …・) 9). 
由 


L LUD] 
F ZST 
œ) = Ol vai fz) 一 p,e) 


1 Lif) 一 w,(g)1 ， 
TIUA & KA- pG) 


mlr, F)<m(r, I) 


+ >) a(r, 从 于 1) + bsg 
y=] 一 P, 
根据 Jensen-Nevanlinna 公式 有 


m(r, zo の の mlr, と (の) + wo L) +00) 


< mlr, j) + al Ea] 


+NCr, と (の ) + oC). 
于 是 


mr F)< mr, f) + NG, LG) +m (> I) 


+ や m(rs TE.) + OC1), (1.5.10) 


vol の > 


* 43 。 


比较 (1.5.8) 5 (1.5.10) 得 
< 1 
D a(o 


ャ =1 Py 


+m し HD) + > m(r, LG = 92) 


ナー の 。 


) < mCrs P) + NC, LY) 


+ of T(r; お} 
ALG) 的 定义 易 见 ,LCf) 的 极点 仅 能 出 现在 妃 dis ooo の 
的 极点 处 或 4。 的 零点 处 ， 且 在 前 一 种 情形 ，Z( 态 的 极点 重 级 不 
能 高 于 1, MPs OP 的 极点 重 级 ,于 是 


P 
N(r LOD < NG f) + > NG, dy 


1 ーー 
+N (rE) SNG P + ANG + OTC DI. 
这 样 就 得 到 
~ 4 1 ore 
Gg -oT D < D (rs) 


r 


+ qN(r, f) + Sir, f)» 


sD = m (r, 22) 


其 中 


+D m(r, E=) ATG, DY 


ool 7 一 Py 


但 由 引 理 1.6 


<44 > 


m(r, >) = oflog(rTCr DD G= 1,2; sp). 


当 fz) 为 无 穷 级 时 ， 可 能 须 除去 一 列 总 幅 长 为 有 穷 的 例外 区 间 。 
而 


m(r, At) < TG, A1) + TCs do) + OC) = of TCs AY}. 


対 項 a(。 KES) G, 2, ;9) 有 和 相同 的 估计 。 这 
Rk 
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第 二 章 TE MK 


在 本 章 里 将 要 看 到 ， 研 究 一 个 函数 在 本 性 奇 点 附近 的 取 值 情 
况 , 可 以 化 为 考虑 一 族 滔 数 在 一 个 固定 区 域内 所 具备 的 某 种 性 质 . 
为 此 我 们 引进 正规 族 的 概念 以 及 判定 一 族 函 数 是 局 正规 的 法 则 . 
其 中 可 以 看 到 Nevanlinna 理论 的 重要 作用 . 


$ 2.1. 全 纯 函 数 的 正规 族 
2.1.1. 定义 及 基本 性 质 


定义 2.1. 设 多 AKAR, FBTR f(x) BER D 
中 确定 旦 全 纯 、 我 们 称 久 在 D 内 是 正规 的 , 如 果 对 于 多 中 任 一 
无 穷 序列 (f(z)), 总 存在 子 序列 Gu 在 DFI 任 一 有 界 闭 域 
上 一 致 收 合 ? 到 极限 阔 数 ,这 个 极限 函数 可 以 是 值 光 穷 . 

设 P 了 为 了 D 内 任意 一 点 ， 多 称 为 在 点 了 是 正夫 的 ， 如 果 存 在 
P 的 一 邻 域 UCP), 使 得 多 在 U(P) 是 正规 的 . 

正规 族 的 概念 是 P. Montel 在 本 世纪 初 引进 的 ， 他 在 这 方 
面 进 行 了 很 多 深入 的 研究 ， 

引 理 2.1. 要 使 函数 族 多 ERD 内 是 正规 的 必要 且 充 分 的 条 
FETZ ED 内 每 点 是 正规 的 . 

证 .条件 的 必要 性 是 明显 的 . 

为 了 证 明 其 充分 性 ， 可 设 D 为 有 界 域 ， 否 则 作 一 变数 替换 即 


可 ， 对 于 每 一 个 正 整 数 j, f E; HD 内 与 边界 的 距离 之 二 的 
点 的 集合 ， 容 易 看 出 ,对 于 如 内 任意 闭 域 D1， 必 可 找到 充分 大 的 


D 以 后 我 们 也 简称 为 内 闭 一 致 收敛 。 
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i 使 DCE; 

对 于 每 个 固定 的 ;j，E; 上 的 每 个 点 P 都 是 DD 的 内 点 ， 于 是 存 
在 邻 域 U(P), 使 得 F EUP) 内 是 正规 的 ， 了 到 了 的 邻 域 UV'(P)， 
使 UCP) 含 于 UPAK. EF E; 是 闭 集 , U UO) 是 它 的 开 


P&E}; 


iia» 根据 Heine-Borel 定理 , 必定 存在 有限 條 部 域 7⑦ = 1, 2, 
こっ とう, 构成 E 的 覆盖 .对 于 .多 中 的 任意 序列 YG). 由 于 多 
在 U 正規 , 存 在 基子 序列 〈@)) 在 U, 一致 收敛 ， 又 由 有 在 
U, EM FEM FO), FEET EAP) U; 上 一 致 收 


S. 经 过 有 限 次 后 可 知 存在 e 的 子 序列 GP) 在 U U; 


上 一 致 收敛 ,从 而 在 E; 上 一 致 收敛 . 

对 于 多 中 的 任意 序列 〈h(s))， 由 以 上 推理 存在 其 子 序列 
Cirle) Co = 1,2, E Ey 上 一 致 收敛 ,. HF Gal) FER 
子 序列 Ga) O = 1,2, …・) 在 E 上 一 致 收 八 ， 类 似 地 ,对 于 
(Pi-i(z)) 存在 其 子 序列 (な (<))(? = 1,2,- ) Æ E; 上 一 致 收 
HK. WRAPS. 最 后 取 对 角 线 序列 fle), fa), <--> 
fii(z)，"**。 可 以 看 出 它 在 每 个 Bi 二 12…・) 上 都 一 致 收敛 ， 
从 而 在 DP 内 任意 闲 域 上 一 致 收敛 ， 这 就 证 明了 .多 在 DD 内 是 正规 
的 . 


2.1.2. 关于 一 致 有 界 的 正规 定 则 


对 于 区 域 D 上 给 定 的 一 族 全 纯 函 数 ， 在 什么 样 的 条 件 下 能 使 
它 成 为 正规 族 呢 ?这 种 条 件 通常 称 为 正规 定 则 .寻求 正规 定 则 万 
是 正规 族 理论 中 的 主要 课题 ， l 

在 本 节 里 ,我 们 讨论 P. Montel 的 一 个 简单 而 基本 的 正规 定 
则 ， 为 此 先 引入 一 族 函 数 在 一 个 集合 上 一 致 有 界 与 同等 过 续 的 概 
念 . 
定义 2.2. 函数 族 .多 OER ELMAR, 如 果 存 在 一 正 
数 M， 使 得 对 于 多 中 任 一 函数 1(z) 和 EL 上 任意 点 z 恒 有 |f(z)| 
<M, 
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定义 2.3. 函数 族 .多 称 为 在 集 下 上 同等 连续 ， 如 果 任 给 正 数 
,存在 相应 的 5 一 ele), ATEI 中 任意 函数 f(z) 和 E 上 任意 
两 点 ax 和 zz 只 要 |z: 一 を | <3 RA Hed — f(z) | <e. 

定理 2.1. 设 . ARDA EARR. E 多 在り 内 一 
HAR WSF 在 DD 内 是 正规 的 , 

证 .根据 引 理 2.1 ,我 们 仅 须 证 明 , 多 在 只 内 每 点 都 是 正规 的 . 
设 so 为 也 内 任意 一 点 , 取 正 数 了 适当 小 可 使 | 一 aol < 24 BF 
DAG 21522 OB U (Czo): |2 一 20] <4 EER. RIH Cauchy 
公式 对 于 .多 中 的 任意 函数 f(x) 有 


-a= | MWe 
-a= | 


1 テー zol=28 6 — zı 
一 -二 DE 
Zwi PEAST ー 2 
= (+ KO Aaa, 
G i (G — zit ー ca ). 


由 于 在 D 内 多 一致 有 界 , 于 是 存在 正 数 M 使 1(z)| < Me 多， 
z€D). Mi 
Ce — Hed < + F + 2e(2d) [ar — mo] = AM Je — al 


这 表明 .多 在 の (sy) 既是 一 致 有 界 ,又 是 同等 连续 的 ， 我 们 将 由 此 
证 明 . 多 在 Ue) 正规 . 
在 U(zo) 内 选取 一 个 处 处 再 密 的 集合 E (例如 (so) 内 两 个 从 
标 都 是 有 理 数 的 点 构成 的 集合 )， 对 于 多 -中 的 任 一 序列 Gf,(2))， 
由 于 .多 在 U (20) 一 致 有 界 ,用 取 对 角 线 序列 的 方法 可 知 存在 子 序 
HGD 在 互 的 每 点 上 都 收敛 ，(f."(=)) 是 同等 连续 的 ,于 是 对 
任意 正 数 。 ,存在 相应 的 正 数 ぁ 。 当 > 2 都 属于 已 (zo) 且 jz 一 al 
8 时 有 
あの た 3 の の に も (2.1.1) 


于 > 平面 上 作 边 长 为 テ 的 正方 形 的 釧 格 。 在 与 U(zo) 的 交 
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非 空 的 每 个 正方 形 内 取 互 上 的 一 点 : 这 样 得 有 限 个 点 oj(i 一 1.2, 
すう J). 对 于 E> 0, 存在 相应 的 NH5 v 都 大 于 六 时 ,有 


faei) = el E, 6 こも ちっ の (212) 


设 # 为 UCzo) 内 任意 一 点 , WARA e; tE le — el <8. 于 
是 由 (2.1.1) 有 


[fal 一 PORSE Ia — fale <<. (2.1.3) 

从 (2.1.2) 与 (2.1.3) 可 知 , 当 zs > 都 大 于 N 时 有 
lfa) — f(z) | < sg. 

这 里 N 不 依赖 于 U(z0) 的 点 zs。 于 是 Cole) E Ule) 上 一 致 收 
ot, 即 多 在 Ulo) 是 正规 的 . 

KR. 设 多 为 域 站 内 的 一 全 纯 函 数 族 、 若 存在 正 数 M 使得、 
多 中 每 个 函数 7(g) 在り 内 恒 有 D] >M, WFED 内 是 正 
ami. 

事实 上 ,这 时 | fe 7} 便 适合 定理 2. 的 条 件 ,因而 为 
EMR. FEF 也 是 正规 族 . 
2.1.3. Marty 定 则 


现在 我 们 讨论 Mary™ 定 则 :和 值得 注意 的 症 这 个 定 则 为 判定 
正規 性 的 充 要 条件 . | 

定理 2.2. 设 .为 域 DD 内 的 全 纯 防 数 族 . 37 ED 内 正规 的 必 
要 且 充 分 的 条 件 是 对 于 D 内 的 任意 有 界 闭 子 域 Di， 存在 相应 的 正 
数 M 使 得 

IFG] SMA + fa |?) (2.1.4) 

对 于 .多 中 每 个 函数 7(z) 和 D 上 所 有 的 点 成立 . 

证 .条 件 是 必要 的 .如 若 不 然 , 即 存在 DD 的 一 个 闭 子 域 D1 和 
F 中 的 一 列 毅 数 ん (z)(g = 1,2,-++) 使 得 


max | た (<) | 
im [aa - 1+ aye = ~・ (2.1.5) 
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AFF BEM, 可 以 从 (f(z) ) 中 选取 子 序列 (jf,,(z) ) 在 D 内 闭 
一 致 收敛 于 ple). 
如果 plz) = œ, Ill 
lt] 。、 leol 
LF (の F 1+ pa FE 
于 是 当 » 适当 大 时 有 


ny (2) í 
oxo) <1 + max ewl < Co 。 
ze] 十 fap) | z€D, 1+ J] pla) |! 


如 果 ee = co, M - Gy EP A BUF 0. 从 而 


Ly 

所 で う 】 語 還 G) 
T+ OE 1 
BLO 
这 都 与 (2.1.5) 式 相 矛 盾 , 于 是 必要 性 得 证 . 

条 件 也 是 充分 的 ， 为 了 证 明 .多 在 D 内 正规 ， 仅 须 证 明 .在 
り 内 毎 点 基 正 規 的 。 设 zo 为 有 内 任意 一 点 ， 则 存在 正 数 4 使 得 
テー o| <d FDK. 根据 定理 条 件 , 存在 正 煞 M 使 得 (2.1.4) 
式 对 于 .中 每 个 函数 1(s) 和 le 一 sl < 4 上 所 上 的 点 z 成立 

对 于 多 -中 任 -函数 jz) ,区 分 两 种 情况 . 

1) IKz0)] <1. 

我 们 断言 在 网 | 一 sl <min(d, 2) LEE I <2, 


事实 上 , 若 在 jz 一 zo] Sd LAI) | 二 2, 则 .上述 断言 已 经 成 
X. 否则 在 |z 一 zol < 4 上 存在 る 1 使 |1(z)| 一 2， HEE z 
ES |) <2. TEH (2.14) 有 


2= Wal < e)l + 1 f 0) 
<145M|z— a). 


2 


1+ 


从 而 


1 
一 一 > ーー 
Im zol 5M° 


这 时 断言 也 成 立 
2) lie) 21. 
我 们 断言 在 贺 |> — 2] < min (2。 2) EEE KC の | > 4. 


事实 上 ,车 在 |s 一 2) <d LEA I] > 广 ; 则 论断 已 经 成 立 . 
否则 在 |z 一 20] <d LEE z Èl) =+ 而 在 z LA 


二 < |fCz)|, 即 一 ニー TET 林 < 
注意 在 js 一 z| Sd LA 
Go 
f(z) | _ rol <u 
+( 1 ) 1+ fC お 
|fCz) | 
因此 在 zon 上 有 
1 td 
ESE 
于 是 


< 1 十 5M ]s — zol. 


1 
ーー > ーーー。 
[z1 — 2 5M 


因而 ,对 D 内 任意 点 x。， 存 在 一 个 固定 的 邻 域 lz 一 so| < 
min (4， +), EMRE .中 每 个 函数 f(z) 或 者 恒 有 


lf) | 二 2 或 者 恒 有 一 一 一 < 2. FEEDAF 是正 規 的 . 


E ol 
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§ 2.2. Montel 定 则 


在 本 节 里 我 们 将 推导 Montel 的 一 全 十 分 深刻 的 正规 定 则 ， 


为 此 先 建立 几 个 引 理 ， 


2.2.1. 几 个 引 理 


在 以 后 计算 时 , 常 要 用 到 以 下 一 些 不 等 式 . 
引 理 228F r 20, 42e, A 
Alogtx S r + AClog A — 1), 
证 ， 当 0 委 x 志 1 了 时 , 引 理 的 结论 是 显然 的 , 
H r>, ZARA 
glx) = r — A log r, 
它 在 «= 4 时 有 最 小 值 4 一 41log 4. 于 是 
x — Alogx 之 A 一 Alog A. 
这 时 (2,2.1) 式 也 成 立 . 
引 理 2.3. 对 于 x<>0,4 De 有 


log x + Alog*tlogt+ < logty + AC log A — 1). 
x 


证 .应 用 上 述 引 理 2.2， 


Alogtlogt +} < logt È + A(log 4 — 1). 
x x 


而 


log x = logtx 一 logt i, 
x 


便 立即 得 到 (2.2.2) 式 . 


(2.2.1) 


(2.2.2) 


在 很 多 情况 需要 用 到 下 述 引 理 ， 它 本 质 上 是 属于 F. Bureau 


的 ， 这 里 叙述 的 是 熊 庆 来 中 改进 后 的 形式 . 


引 理 2.4. 设 T(r) Æ Co R) 上 定义 的 非 负 连续、 非 减 的 函 
数 , ea(r) 为 该 区 闻 上 定义 的 非 负 且 非 增 的 函数 ,2 < 为 两 个 常数 ， 


» 52 o% 


若 对 于 n<r<p<R EA 


T(r) < alr) 十 blogt -+ clogtT(p)s (2.2.3) 


WEC REE 
T(r) < 22( ヶ ) + glog 去 


+C, (2.2.4) 


基 中 8 ぉ 和 C 妨 由 ぁ 和 e 决定 的 常数 ， 
证 . 若 在 Cro, REES T(r) <1, 则 引 理 结论 显然 成 立 ， 在 
相反 的 情况 ，(ro,R) 内 存在 (ro 可 以 与 m BA), 使 得 从 ro 7 


WA T(r) Sl. WF <r SRT) >n, 根据 


Bim 14 (r5 IR r\n n 使 


T(n+% R- ni) <27(n). 
T(r) 
tri<r<n<nt 824 < R 应 用 (2.2.3) 式 有 
eT(ri) 
T(r ) R — f] 
T(n) < + 51 ETA + clog*T ( n + ) 
Cr) < alr) og 到 一 7 clog ri TGO 


< arı) + blogt 


e 
+ clog2 
R— g 


+ (6+ c)logT7(r)。 
注意 
2(b + ¢ )log* T(r) 
< T(r) + 2(2 十 c) log 206 + ¢) — I}, 
于 是 


— ri 


T(r1) < 2aCr1) + 2blog* R 


+ 2clog2 + 2(b + ¢){ log206 + ¢) — 1}, 
从 而 


T(r) < 2a(r) + 22log = 8 


. + 2clog2 + 2(6 + cX log2( + ¢) — 1}, 
这 就 是 所 要 证 明 的 结论 . 
2.2.2. RHEA 
在 本 小 节 里 , 我 们 建立 两 个 界 转 定理 ， HRMEREATS 
出 Montel 的 正规 定 则 . 
定理 2.3. 設 函数 人 Ks) 在 ls| < RAGA, Bf) # 0,1;f(0) 
#0, 则 对 于 0 二 r+ 二 RR 有 


T(r, 门 二 C fiog* 11(0)| + log* 一 一 一 円 DI 


+ log 2R し (2.2.5) 
R-r 


这 里 C 为 一 数字 常数 ， 
证 .应 用 Nevanlinna 第 二 基本 定理 (定理 1.4) 于 函数 1(z) 以 
及 三 个 数 0,1,0, 有 


7( ァ ,。 のり < みっ キッ (し + ) 


ー 1 


KO (Ke 1) |. tog? 


由 Nevaninna 引 理 ( 引 理 1.3), HF 0<r<p< RE 


E) + 工 +i 
m(r +} < 10 + 4iog™ log - 十 2tog ”一 
"7 1K0)] 


+ 4log+p + 4jog 「7(p, f). 
7 


十 log 


1 
p 一 


+ 3logt 


m (r r f -) < 10 + 4logtlogt -+ 2logt 上 
7 


1 _ 
Ko) — 1] 
1 _ dlogtp + 4logt T(p:f) + 4log2. 
一 ai 


. 54 o 


于 是 


T(r, 1) <20 + Slog2 + (tog [fCO)] + Alogtlogt | Teor) 


+ (tog IO0) — 1| + 4log*log* WD ni mci) 


+ log 一 ーー + 4logt + + 6leg* 


1 
if C0) r p 一 
+ 8logtp + 8jog 了 7(p, ft). 
根据 引 理 2.3， 


log |i{0)| + 4log*logt 


< log*|/C0)| 


1 
IOJ] 
+ 4Clog4— 1), 


— 1l- tlogt 1 < fog * 1f(0) — 1! 
log |/C0) 1| + 4log log Koi] log* | {(0) | 


+ 4Clog4 — 1) Siog 和 人 0)| + log2 + 4C log 4 — 1). 
从 而 
T(r, P- <12 十 palog? + 2log* | #(0)] 


1 
+l + 4logt 一 + blogt 一 一 一 
ETC] KO og" E p—r 


+ Blogtp -+ 8JogT7(o ぅ f). 
EM <r <e < R 即 有 
TCr, f) < 12 + 26log 2 + 2log*|f(0)] 


1 1 + 
log 一 一 一 + 4log? 一 + 8log”R 
If CO) | R 


+ 6log+ 1 + 8logtT(5f). 
— r 


根据 引 理 2.4, HAM 8log*TCp, 旋即 得 


7( ら の と 1 -+ log? Jf(0)| + log? TT 
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+ log" っ 2 - + logtR + log}. 
4 R=] 时 , 便 得 到 所 要 求 的 不 等 式 
. 十 + 1 . 2 
] 7 <C {log 7(0)| + log FO + lcg [一 -}. 
4 R = lji fCRz) = g(z) WM g(s) 在 |z| 二 1 内 全 纯 , 且 
g(z) = 0,1; g(0) = Rf (0) = 0, 于 是 对 于 0 二 + 二 R 有 


ro の ニテ (て と | 


2 
<C {log* |g(0)| + logt Toit ej 


+ + 1 2R 
< Cllog |fC0)| + log OL + og ーーー ト 
以 下 我 们 将 从 定理 2.3 出 发 , 消去 含 1(0) 的 :页 , 获得 最 大 模 
log MCr+, 了) 的 估计 . 
定理 2.4. i PARK fle) lz] < RAZA, (e) < 0,1; 则 
对 于 0 二 r+ 二 RR 有 


CR log* If(0)| + bog = 


go の マー (2.2.6) 


这 里 C 为 一 数字 常数 !. 
ik. 先 设 R 二 1， 区 分 两 种 情况 ， 
Q①) (0)| 宕 1， 这 时 应 用 定理 2.3 有 


ーー キッ 
1 十 > 
log MCr, ミーーーーー 7 (++, )) 
gM(r,f) ize, z! 
2 


_ 4 + 2 
<tc { iog Ol + be 一 地 二 


D 以 下 我 们 常用 C 表示 数字 常数 ,但 它 每 次 出 现时 不 一 定 是 相同 数字 . 
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整理 后 即 得 (2.2.6) A. 

(2) FO < 1. 

El: =r 上 取 点 5。 使 得 | の | = max |f1(z) |. 连结 OF, 
再 区 分 两 种 情况 . 

(2.1) 在 OC LEEI] <1. 

这 时 ， 


WZ) < の | + | as 


从 而 
log MCr, の < log* |f(0)} + log 2. 
(2.2) 在 OF 上 从 0 向 移动 时 zo 为 使 | (z) | 1 的 第 一 
个 点 ,于 是 在 0so 上 有 |f(z)| 二 1, 从 而 
lfC20)] < |K0)| + 1. 
ik so 与 的 距离 为 4: 在 |s — zl] 二 4 十 1 一 + 内 f(z) 全 纯 ， 
B f(z) = 0,1, | げ (so)| 二 1。 应 用 定理 2.3 则 ? 


T (4+ Lar, tof) < と | log* fz) jog テーーーーー 
2 2 十 1 一 > 


+ log 。202g キ 1 一 2) | 


2 キュ ユー テー(2 ォ ーー 


<C {log* IOO| + log2 + log ュー 
一 了 


<C [ee*IKO)| + log ーー ト 
， 1 一 7 
于 是 
log M(r> か = log M(d， Zos f) 


1) 05 上 使 F(z) [之 1 的 点 构成 闭 集 ,于 是 所 述 的 第 一 个 点 存在 . 
2)》 这 里 用 T(T, zo 1) 表示 Ks) APH le 一 zl Se 的 特征 函数 ， MCT, zo の 
则 是 六 z) 关 于 该 贺 的 最 大 模 ， 
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ーー ズー { log* }1(0)! + tog —2-} 
2 エキ ーー テー メ r 


C 


— r 


< {oe KO | + log 2 


当 Rs lit, 考虑 gle) = Rz) 它 在 jz| < 1 AEH, E 
gz) %¥ 0,1. TH 
log MC rf) = log M (=, g ) 


<£ 


{iog* leC0)] + tog 一 | 
1 


Z 
R R 
-ER “tog 28 
= CR {er KO + log そし し 


了 


定理 2.4 就 是 著名 的 Schottky 定理 ， 它 在 1904 年 首先 由 F. 
Schottky 中 用 另外 的 方法 和 形式 得 到 . 


2.2.3. Montel ŒU 


定理 2.5. 近 一 族 函 数 当 定 叉 在 域 の 内 . EEDA. RFR 
每 个 函数 f(z) 全 纯 , 且 不 取 0 和 1 WF ERD 内 的 正规 族 . 

证 . 由 引 理 2.1, 只 须 证 明 F 在 D 内 每 点 是 正规 的 ， 任 到 
so D, 则 存在 一 个 正 数 4 使 得 |z 一 sl <d RESON, 

设 .多 中 任意 一 列 函 数 为 ( 刀 (>) )， 若 存在 子 序列 (f(x) ) 使 
Er AT co 时 |f。(zo)| 有 界 ， 则 由 定理 2.4 g A Ge) 在 
テー ml < A 上 一 致 有 界 ， 从 而 可 以 取出 内 闭 -- 致 收敛 的 子 序 


列 . BLA ERM so 是 正规 的 . 
当 & 趋 于 时 若 |f,(z0)| 不 存在 有 界 的 子 序列 , 则 


lim | fazo) = 6, 
在 岡 | テー al 2 内 , MS 全 纯 ， HAR) 和 1 ,于 是 又 可 
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以 应 用 定理 2.4, T= 122。……) 在 1z — zo] < 上 一 致 有 


A, Mito AT A Bas Aa Ba ae FP cy = 1,25+++)s 


aC z) 


其 极限 函数 记 为 FO). 4 Fe) ROR, :由 于 元 在 lz — zo] 


<REF FE FC) 在 此 圆 上 也 没有 零点 ， 从 而 函数 


序列 f(z) 在 lz 一 zol < + 内 闭 一 致 收敛 ， 当 『z) = OT, 则 


fo 内 闭 地 一 致 收敛 到 c2， 因 此 .多 在 点 zo 也 是 正规 的 ， 
定理 25. 若 在 域 DD 内 , 族 .多 中 毎 人 函数 f(x) 全 纯 , 且 部 不 取 
两 个 判别 的 有 穷 复 数 a,b, 则 .多 是 域 忆 内 的 正规 族 . 


事实 上 ,考虑 域 六 内 的 函数 族 I LZA. seis hg 


数 むー 在 DD 内 全 纯 ， 且 不 取 0 和 1， 于 是 多 ;在 D 内 正规 


由 此 易 见 族 . 多 在 忆 内 也 正规 . 

可 以 看 出 Montel 定 则 (定理 2.5) 是 他 原来 的 结果 (定理 2.1) 
的 重大 发 展 ， 同 时 这 个 定 则 和 函数 取 值 的 问题 紧密 地 联系 在 一 
起 . 


§ 2.3. Montel AR, TAARE 
2.3.1. Montel BE 


围绕 着 Montel 正规 定 则 (定理 2.5) 有 一 系 列 重要 的 定理 A 
时 把 这 些 定理 称 为 Montel ARR. 著名 的 Schottky 定理 (定理 2.4) 
就 是 其 中 之 一 . 
在 Montel 圈 属 里 ,还 有 下 述 Landau 定理 
定理 2.6. 设 函 数 f(z) 在 |z| < R 内 全 纯 , 且 f(z) 关 0,1. 若 
1《0) 志 0, 则 
Cmax(1, | 大 0) 5 
R< Sot Rod IX | (2.3.1) 
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证 .根据 Cauchy 不 等 式 应 有 


Iœ] = 


又 由 定理 2.4 有 


logM (8, )< Ctlog* JC0)) + 1}. 


于 是 
2 。Ctiog 寺 が)I キ 1 
FCO} 
当 0)| 过 1 时 ， 
C 
SS 一 一 一 一 。 
“全 TO 
当 Hol > 1 时 ,有 
< CIO 
RSTO) 


从 Landau 定理 , 我 们 不 难 重 新 得 到 Picard EM. 

定理 2.7. 设 /(z) 为 一 整 函数 ,不 赔 化 为 常数 , 则 /() 能 取 到 任 
意 有 穷 复数 ,至 多 除去 一 个 例外 值 . 

证 . 如若 不 然 , 存在 两 个 有 穷 复数 a 和 5, 使 f(z) = a,b, 因 
为 f(z) 不 赔 化 为 常数 , 于 是 存在 so 使 F(zo) 4， 对 于 任意 正 数 
R, 在 ls 一 mw < RW ge) 一 だ ジー を 全 纯 ， gO) & 051, 


g (sc) き 0, 根据 定理 2.6 R 应 有 上 界 . 但 g(s) 为 一 整 函数 , 便 得 
一 矛盾 . 

不 仅 如 此 ，, 我们 从 Montel 的 正规 定 则 还 可 得 到 所 谓 Picard 大 
定理 . 

定理 2.8. RAM js 在 D:0 < js 一 xj < R 内 全 纯 , 以 a 为 
本 性 奇 点 , 则 f(z) 在 D 内 取 到 任意 有 穷 复数 ,至 多 可 能 除去 一 个 例 
外 . 
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HE. AMIR zo = 0. 我 和 有 先 開明 在 の 内 
fale) = {=) Cu = 1,2,-++) (2.3.2) 
不 是 正规 的 . 
NETR RIKS RAEN. 


C1) (f(x) ) 中 存在 一 个 于 序列 (f(z))， 在 9 内 任 一 闭 域 上 
一 致 收敛 到 一 个 全 纯 函 数 ， 寺 是 在 |s| = * 上 应 有 


<) <M. 
即 在 |z| SS bw 

Cg) < M. (2.3.3) 
于 是 在 到 < lel で ーー ゆー 2.3，……) 上 有 (2.33) 式 ,从而 


在 0 < |e] < 元 后 上 (2.3.3) 成 立 ， 这 与 以 zs 为 本 性 奇 点 相 


矛盾 . 
(2) GD) 中 不 存在 任何 子 序列 在 D 内 子 地 一 致 收敛 到 全 
纯 函 数 , 但 是 7。(s) ) 中 存在 一 个 子 序列 ,在 了 内 任 一 闭 域 上 一 致 
收敛 到 值 co. 

这 时 必定 存在 正 数 e, 使 在 0 < |z| < 上 没有 f(z) 的 零点 . 
事实 上 ,如 果 存 在 xz, 一 > 0， f(z,) 一 0， 则 适当 选取 正 整 数 Hy 可 使 


z= rte, HE < | 2% <4. 于 是 从 (,,(2)) 中 可 以 选 出 一 


子 序列 在 已 内 任 一 财 域 上 一 致 收敛 到 全 纯 函 数 . 这 与 情况 〈2) 的 
ETE IB. 


因此 当中 适当 大 时 p, Ce) “765 # 0 ご |z| < R 内 正则 ， 


且 (we) ) 含有 一 个 子 序 列 在 D 内 闭 地 一 致 收敛 到 0， 从 而 当 


z—> 0 时 5 7h 这 也 与 f(z) 以 如 为 本 性 许 点 相 矛 盾 ， 于 是 


e l 。 


(f(s) ) 在 DD 内 不 是 正规 的 . 

如果 在り 内 fz) 不 取 两 个 有 穷 复数 a 和 &5， 则 (f(x) ) 在 DD 内 
ER. 这 与 刚才 的 论断 相 了 矛盾 ， 

定理 2.8 还 可 加 强 为 下 述 Julia 的 定理 . 

定理 2.9.18 f(z) 在 D:0 过 |z — z| < RAE, am 为 本 
性 奇 点 , 则 必 存 在 由 s。 发 出 的 半 直 线 /, 使 得 在 以 ze 为 顶点 以 J 
为 平分 角 线 的 任意 角 域 与 D 的 交 内 , f(z) 取 到 任 沪 有 穷 复数 ,至 多 
有 一 个 例外 . 

这 样 的 半 直 线 7 称 为 f(z) 的 Julia HA. C Æ h Julia 在 
1919 年 得 到 的 , 这 个 结果 成 为 辐 角 分 布 论 研 究 的 开端 , 

证 . 仍 设 zo= 0, 由 定理 2.8 的 证 明 ,在 D:0< |2|< RA 
函数 族 


(2) =1(2) (p= 1,25) 


不 是 正规 的 ， 于 是 在 D 内 必 存 在 点 >， 使 得 在 zi 的 任意 邻 域 中 
(ん (4) ) 都 不 是 正规 的 .方向 on 就 是 所 要 的 一 条 7. 事实 上 ,以 
9 为 顶点 J 为 平分 角 线 作 任意 小 角 域 0, 它 与 0 二 |z| <e 的 交 
域 中 含有 以 を 1 为 心 的 贺 UCz): lz 一 zı] <d. (f,€2)) 在 Uz) 
中 不 是 正规 的 , 所 以 存在 子 序列 (js,(z) ) 在 U PRI- DAA 
复数 a, 至 多 可 能 有 一 个 例外 值 ， 于 是 f(z) 在 

d 
24. 
中 取 到 一 切 有 穷 复 数 a 至 多 可 能 有 一 个 例外 值 。 而 上 述 这 些小 
圆 都 合 于 和 角 域 2 内. 


(> = 1,2,35+°*) 


2.3.2. 亚 缉 函数 正规 族 


设 (f(z)) 是 域 了 内 的 一 列 亚 纯 函 数 , 其 概 RRM fe) CT 
以 恒 等 于 一 常数 ,包括 值 人 )， 对 于 DD 内 任意 点 so Rim tC) 
在 点 zx。 一致 收敛 , 如果 存在 m 的 邻 域 り (so)。 当 C20) 关 co AE 
适当 大 时 , f,(z) 在 U(r) 全 纯 且 一 致 收敛 到 f(z); 当 fe) = oo 
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、 1 m ot 
u 寸 ， 一 一 一 UL zo 2 . Se Bi], 
和 六 适当 大 时 hay © 《so) 全 纯 且 Bulb BEI 


设 多 是 D AN—RWAAR, 如 果 对 多 中 任 一 函数 序列 
GD) 存在 子 序列 (fi,(zx)) 在 D 内 每 点 一 致 收 纹 , 则 称 多 ED 
内 是 正规 的 . 

定理 2.10. 设 多 是 D 内 的 一 族 亚 纯 函数 ， 妇 果 存 在 三 个 互相 
判别 的 复数 a,5,c ,使 得 名 中 每 个 函数 f(z) 在 DD 为 不 取 ashe, M 
F TED 内 正規 . 

证 , 当 a, 6, c 中 有 一 个 例如 < Hook}, 定理 2.10 即 为 定理 
2.5". 

当 a, bs と BHAA MAS 


— 1 
g(z) f(z) 一 っ 


则 8(z) 为 全 纯 函数 ,不 取 两 个 值 一 一 和 


ーー FEC) 在 


ど 
忆 内 正规 ， 从 而 可 以 推 知 ,多 是 の 内 的 正規 族 . 

在 本 章 里 ,我 们 讨论 了 正规 族 的 基础 理论 .第 四 ,五 章 的 某 些 
部 分 ,还 将 讨论 近年 来 正规 族 方面 的 一 些 重要 成 果 . 
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第 三間 Borel 方 W 


本 章 是 Nevanlinna 基本 定理 的 另 一 个 重要 应 用 . 继 G. Julia 
应 用 正规 族 理论 证 明了 Julia 方向 的 存在 性 后 ， 八 们 开始 探讨 整 
函数 和 亚 纯 函数 在 从 原点 发 出 的 一 条 方向 附近 的 性 质 ， 这 就 是 所 
谓 的 辐 角 分 布 ， 在 这 方面 有 H. MillouxP 引进 的 “充满 圆 ” 的 概念 
和 A. Ostrowski") 的 结果 ， 1928 年 ，G. VahronF】 在 Nevanlinna 
理 诊 的 基础 上 ,证 明了 有 穷 正 级 亚 纯 函数 的 Borel 方 向 的 存在 性 
使 街 鳃 角 分 布 理 论 获 得 了 重大 发 展 . 


$ 3.1. 一 些 预备 知识 
3.1.1. Boutroux-Cartan 定理 
在 辑 角 分 布 研 究 中 ， 我 们 常 要 用 到 下 述 定理 , 它 最 初 由 了 . 
Boutroux 研究 ,并 由 H. Cartan 中 给 出 完善 的 结果 . 
定理 3.1. 设 a(& 一 1,2,"…,7) 为 平面 上 任意 的 * 个 点 , 4 
为 任意 一 个 正 数 , 则 在 平面 上 使 得 
I] ie ~ < (4) (3.1.1) 


=i e 


RURA RATAA n BARET 24 的 一 组 
ik. 命 4 为 具有 下 述 性 质 的 最 大 正 整数 ， 存 在 半径 为 nt 


WE C1, 使 得 C 中 恰巧 含有 a, 中 的 ね PAR. BRAS, WA 


1) 以 后 我 们 把 这 一 组 圆 称 为 关于 wu(& 一 1 2 …。 2) 和 数 p 的 Boutroux-Cartan 
除外 回. 
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存在 一 个 圆 , 半径 为 + 和, 包含 了 所 有 的 aCe 一 1,2,--+ n) N 


1 一 ”在 相反 的 情况 , MUG HR 4 一 1， 倘若 存 在 一 个 加 ,半径 为 
Cn 一 DESBAT mm 中 的 一 上 个 点 , 则 为 一 ”一 1， 在 相 


反 的 情况 ， 则 考虑 — 2, 并 将 这 个 步 又 一 直 继续 下 去 ， 最 后 
1 > 1 必定 存在 ， 因 若 不 然 ,由 于 4 き 1 则 在 a 为 心 ， 人 为 半 
径 的 加 中 必定 包含 a Ph > 1 个 点 ， 由 于 hS ko MELAR 
的 同心 加 半径 为 久生 ,其 中 必定 包含 a 中 如 个 点 Bh > k 
由 于 h ~ ky BEROR PBA LA, HEA ぁ 中 t 
个 点 , 且 心 > 忆 . 将 这 个 步 又 继续 到 ” 步 ,半径 为 to- 二 的 辆 中 要 


包含 ks Da NAB 
ーー. 
由 于 (i 一 1,2,""…, の) 都 是 正 整数 , 得 4&。 Sat). W5 alu 
=1,2,:++, n) 的 总 数 为 # AFA. 
ala 一 1,2,…*, 0) 中 位 于 C1 AW SD 列 的 ， 当 
ご ヵ 时 , 考虑 其 余 ”一 u 个 点 ,如 上 必 有 一 个 最 大 的 正 整 数 


la ね ね 使 得 存在 半径 为 h4 WE C2, C。 内 含有 余下 点 中 的 


n 


42 TA. 将 C2 中 的 1 个 点 称 为 ay 列 的 . 当 lità <n AY, 
再 在 余下 的 4 一 1 一 2 个 点 中 考虑 ， 可 以 确定 4， 列 的 点 ， 且 
asa, ROLES PA. 最 后 到 4 FU, 相应 的 圆 Cp 中 有 2, 


个 点 ,并 且 Dap =m, MEER, 

根据 列 的 定义 ,可 以 断言 : 设 为 不 超过 ”的 正 整 数 ， 若 在 
半径 为 1 生 的 一 个 加 $ 内 包含 了 至 少 1 个 点 ， 则 其 中 必 有 一 个 点 
的 列 是 > 的 .事实 上 ,如 果 在 5 内 包含 了 X( 之 办 个 点 者 是 小 于 
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4 列 的 ， 作 5 的 同心 加 ,学 径 为 二， 包含 が て > 2) 个 点 都 是 

NEAJN. BIES WRD KEX V Ayes >r) A 

点 都 是 小 于 4 列 的 。 如 此 继续 下 去 ,最 后 存在 $ 前 同心 園 。 半 径 2 

Aa >a 个 点 都 是 小 于 列 的 ， 这 与 列 的 定义 矛盾 
分 别 作 Co Corts Co 的 同心 图 Tay ra t To 半径 
tus, 2a t, ーッ 2a, E, Ta = 1,2, +++, p) 

的 总 数 不 超 过 w， 半 径 总 和 不 超过 24。 现在 我 们 证 明 对 位 于 

UT INO MGA, BIE BA, > 1, 以 < 为 心 ,以 


n=] 


LÉ 为 半径 的 圆 C 与 Cup 1.2.70 m) 不 相交 ， 于 是 在 C 内 


的 a, 的 点 都 是 小 于 ぇ 列 的 . DCA au 的 数目 至 多 为 1 一 1 个 ， 
将 a 按 与 x 的 距离 由 近 至 远 排 询 ， 则 第 4 个 点 与 * AIER 


Sis, (A=1,2,°++, 0), FE 


各 
3.1.2. 球面 距离 


在 推导 亚 纯 函 数 的 Borel 方向 时 ， 需 要 用 到 球面 距离 的 概念 
及 其 性 原 . 

AAEE Sh SNE SIA) BA A BY OS AS ER 
ah, 第 三 个 轴 重 直 于 复 平面 。 以 (0, 0, 1/2)4.b, 1/2 为 半径 作 
Riemann 球 9， 它 与 复 平 面相 切 ， 设 复 平面 上 任意 一 点 为 ぇ , ES 
北极 点 N:(0,0,1) 的 连 线 交 5S 于 另 一 点 w,wH1 作 x 的 球 像 ， 特 
别 地 无 穷 远 点 的 球 像 为 AM. 

定义 3.1. 对 于 任意 两 个 复数 zza， 它 们 的 球 像 wi 与 由 之 
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间 的 距离 , 称 为 #1 与 :的 球面 距离 ,或 简称 为 球 距 , 记 作 |z，z:j . 
根据 定义 显然 有 s REA s 1, 
若 * 一 xx 十 已， 则 和 易于 算出 其 球 像 妈 为 


(+, 2, 1st) 
1+ j2|? 1+ | に b+ lll 
从 而 


|2,00| = 一 一 一 一 . (3.1.2) 
(1 + |z]? 


若 zi。 2 为 两 个 有 穷 复数 ， 则 由 球 距 的 定义 以 及 初等 计算 可 


less al = a) G13) 
ua の + Lal? 


我 们 以 后 要 用 到 
(1) 车 4 为 一 复数 适合 |z, %{ > 4 > 0 Miel < て. 


由 《3.1.2) 式 , 性 质 (1) 是 明显 的 ， 
(2) Æ za 为 两 个 有 穷 复数 , 则 


log*}2,| + logt}2.] + og 一 ーー < log — , (3.1.4) 
|z 一 22| | 2152] 
事实 上 由 (3.1.3) 有 
log 1 = log Q + EibHE + |2213)? 
EE ーー z2! 


= log (1 十 jz 人 十 log (1 + [aD 


+ log 


lz — る | 
> logt|z,] + logT |z| + log TAT 
る 1 一 る > 
定义 3.2.15 a 为 一 复数 , * 为 一 正 数 (r+ <1). |e, a] <r 
称 作 以 e Ho ”为 球面 半径 的 加 或 称 以 m 为 心 7 为 半径 的 球面 
H. l 
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完全 类 似 于 定理 3.1. 的 证 明 ; 我 们 有 ， 
定理 3.1. ih alu = 1,2,°°°, 2) HEM 2 SER, k AER 
一 个 正 数 , 则 使 得 
站 < 全 


成 立 的 复数 * 可 含 于 总 数 不 超 过 ,半径 总 和 不 远 过 24 的 一 组 球 
BANA. 
3.1.3. FEE 


在 导出 Borel 方向 时 ， 需要 应 用 Nevanlinns 第 二 基本 定理 . 
这 时 定理 的 余 项 也 不 可 和 忽视， 为 此 我 们 先 将 Nevanlinna 第 二 基 
本 定理 中 的 余 项 加 以 估算 ,而 有 下 述 定 理 . 


定理 3.2. 没 函数 fs) 王 1z1 委 REWA. 若 帮 0) 关 0,1,0; 
ro) 0, 则 对 于 0 二 r+ 二 R 有 
TO, F) < 2{NC1,0) + NCR, 1) 
+ NCR, oo)! +191 + ‘on | 


1 
+ 2 log 一 ーー + 12log* 一 一 一 。 (3.1.5) 
Al げ (0)| ミー 


证 .我 们 从 Nevanlinna 第 二 基本 定理 (定理 1.4) 出 发 有 
TOH NGC, O + NG,1) 二 NOr ©) 
É 六 
デリ 
。 00) 一 | 46 
ti #'(0) | 8 


如 同 定理 2.3 的 正明 , 朗 用 引 理 1.3 估计 mlr £) 5 


T(r, の て M(7。 0) + NCr, 1) + N(r, oo) + 12 + 22log2 


ーー a8 
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十 4log+ 工 + 6logt 十 8log+p + 8log*T(p, の 
r 


p—r 
2logt oe キー 1 _ 3.1.6 
+ 2log*|f(0) | + log TONE (3.1.6) 


名 果 在 (0, R) 上 恒 有 7 か 过 1, 则 (3.1.5) 已 经 成 立 ， 否 则 
存在 ro OS AR, 使 TCros fp =|, 对 于 で 7 で 应 用 


Borel 关于 增 函数 的 引 理 ( 引 理 1.4)5, 于 是 在 |r，: 及 十 二 | 上 存在 
r 使 得 


T(r + ETON P /)< 27(z, f), 


, R —r 
r =r + — 
eTlr, D 


NMo<r<sr<cr’<R, 对 于 z 与 应 用 (3.1.0) 式 则 
T(r, f) < N(R, D + N(R, 1) + NE co) + 28 


+ 4log* — + 6logt 一 -一 z +t 8logtr’ 
/ ， 1 

+ 8log*T(r’,f) + 21og す 0 +'og* シー, 

げ (⑩)1 

log* T(r’, f) < log T(r, f) + log 2, 


lag+ -上 < log” 
アー 一 了 R-t 


+1 + lgt’(r, の 


<logt 8 +1 + logr’(r, PD, 
一 


于 是 
T(r, DENCR, 0) + N(R, 1) + NCR, oo) 4-28 + 4log+ 工 
r 
1) 这 早 世 可 以 应 用 Bureau 引 理 ( 引 理 2.4) 消去 项 8logt7Co. 用 ,只 是 所 得 不 
等 式 的 系数 不 如 (3.1.5) 精 确 ,不 过 对 于 以 后 的 应 用 并 无 差别 ， 
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+ 6logt+ 


1. + 6 tog 8 + 6 + blog*T(z; f) 
ーー r 


+ 8logtR + 8log*T(r, の + 81os 2 + 2log*|f(0) | 


+ logt <N(R,0) + N(R,1) + N(R, oo) 


if Of 


+ 53 + 2log*|f(0)] + log? + dlogt + 


1 
げ (0)1 r 


+ 8logtR + 6log* ーー- + 14log* T(r, f). 
一 了 


14log+T (rt, f) ミー ティ D + 14(log 28 — 1), 
因此 
T(r, f) <TC, f) < 2{NCR, 0) + NCR, D + NCR, oo)} 


+ 176 + 4log* |f(0)| + 2log* For 


+ 8logt + 十 16log+R + I2log* = u 
r 


ーー r 


当 ， $ 时 有 log+ + < og 二 + log2， 再 计 及 


7(7。 < 2{NCR, 0) + N(R, 1) + NCR, œ)} + 182 


- 1 
+ 20jog ーー 
R 


+ 4log* |fC0)| + 21og キ ーー 
og* |fC0)| BO] 


+ l6log7R + 12log" ミニ ー 


-r 


。 
7, の ミア (4, ) 
<2{N(R, 0) + N(R, 1) + N(R, &)} + 182 


+ 1 1 
+ 4log” 0)| + 21og キ ーー キー_ + 20 log t 一 
g |fC0) | sTo] g 

+ 16log*R 十 121og2. 

于 基 对 于 (0, R) 内 所 有 的 ”都 有 
T(r, の <2{NCR, 0) + N(R,1) + N(R, 00)} +191 
+ 4logt|f(0)| + 21og+ ユエ 
g |f(C0)| oO 


+ 20log* 到 + I6log*R + 12log* = R 


— 了 


取 R=1,， 则 
T(r, f) < 2{NC1, 0) +N(,1) + NC, co)) + 191 
1 
+ 41og 0)1 + 2log* ————- 
g |f(0)| 8 FO] 
+ 12logt 一 , (3.1.7) 


当 R 半 1 时 , 命 z = RC, 人 (<) 一 大 RO 一 5)， 这 时 gC) 
在 iz] 委 1 上 亚 纯 ， 可 以 应 用 (3.1.7), 且 g0) = 0), g(0) 
= R げ (0). 于 是 
Tf) =7(Z, g) 
< 2{NCR, 0) + N(R, 1) + NCR, ©)} + 191 


1 R 
+ 4log! |fC0)| + 210g*——— + 12 log* 
RIfF(D| R— 


$3.2. 基 本 定理 


3.2.1. Valiron 的 基本 定理 


从 上 节 的 界 园 定理 和 Boutroux-Cartan 定理 出 发 , G. ValironP*4 
». Jl» 


证 明了 一 个 基本 定理 , 它 在 导出 Borel 方向 时 具有 关键 作用 . 
定理 3.3. 设 函 数 fz) 于 |z| て 1 内 亚 纯 .车 
N=n(1,f=0)+n(d,f=1)+n(, f= œ), 
WAF PESER 有 
r= の < rE cal + Diog 2— 


于 此 ，C 为 一 数字 常数 ，a Ale] < 1 内 的 一 点 ，|f(z0o)，a| 表示 
f(zo) 3 6 间 的 球面 距离 . 
证 .相应 于 f(z) 在 |z| |< 1 内 的 零点 ，1 值 点 和 极点 a 


=1, 2,- AO 以 及 数 4 = ーー "应 用 Boutroux-Cartan 定理 则 
e 


I] le- al >A, 


总 将 这 
些 除 外 圆 的 总 和 记 为 (7). 
在 |z| 一 工 一 “内 ,可 以 选取 点 El) BRRL <1, 
| 1 pgs 
TURNARE > 人 合 定理 条件 、 在 


r+2a-n< Jz aol rt = ュー 
上 可 以 选取 圆周 jz 一 zl = p 与 (7) 无 交 . fr 
IOI = max の | 


以 直线 段 连结 点 wo 与 《。 遇 到 (7) 中 的 小 圆 时 则 以 相应 弧 段 取 
代 相 交 部 分 ,这 样 得 一 曲线 侦 工 ,其 长 度 不 超过 


r+ ロー の + キョー 
区 分 两 种 情况 。 
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<1, 


(1) 在 LL 上 恒 有 jCz)| <1, 
这 时 
(の | Ke + ISfed] < 2。 
FR | 
mlp, zos P) < log2， 
设 ge テ 152・…) NDE 信 z) 在 lz 一 zo Se 上 的 极点 ， 
由 于 sce(?), 


(llls-sD)( I la 一 “| > 


v=N,t1 
故 
N, ; N 
I ise >(4+) 
即 
N(p, so f) < N log = = = Nlog ーー 
一 r 
因 此 


80e 


T(p, 205 f) < Nlog —— zt log 2, (3.2.2) 


对 于 任意 复数 4 有 
(+ +, Zos =a) 


n(r +H, mf =a) 


P 
ー | n 
log i r+ ie t 
r キー ニー 
5 
1 

< N (ø, る 6 ぅ ) 

p —a 

log 1 
r+ r 


1) 这 里 及 以 后 用 の (の 。 Zo, の , no, Zos Dn, NCP, Zo; 力 ， 7Co, Zo, の 表示 fx) 
Fle — *ol = 的 m, n, N, 了. 
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1 
— szo 一 a) + log 一 -一 一 -一 一 
Te 二 lg 
1 
< Tip so の + log*|a] + log2 + log jo 一 zj 
于 是 
(regina) 
5 + ° 
< 


由 (3.2.2) 与 (3.1.4) 有 


/ ーーー 
n(r +? aa 


< 


[w log £ -+ lg ニー ミニ ーー + 212}, 


1 一 Cs の > a| 


1 一 ヶ 


因此 


n(r, MG 


l 


< {ow + 1) log 一 一 = 7 re 


(2) 在 LL 上 存在 有 使 


«74 。 


FD! 21, (3.2.3) 
而 在 世上 从 zo 至 zi 的 部 分 恒 有 |f(z)| < 1。 当 Fe) >l 
Fj, WI z 为 る 0。 
可 以 看 出 
[ss 委 2 (3.2.4) 


URII <r + 4 一 ニワ 于 是 f(z) 在 
lz— a] < |g — al + 


上 亚 纯 ， f(z1) に 0, 1, o; f’ Ce) a= 0, 应 用 定理 3.2 有 


T(= al E, anf) 

<24N (|e =a] +T, 7 ニーロ 】 
ニレ ュー リリ) 
Fi)} 


十 191 + 4log*|f(z,) | 


+N (10-2) + 


+N (10-1 + 


+ 2logt 1 


(| ee 


Ig — zıl 十 工 一 : 


10 
(16-2) +4=2) (kn 
如 上 可 知 


N(Ig- =) +! 


+ 12log* 


m” mf =0) 


© 75 e 


=t m f=) 


—1, anf 一 oo 


+N(i salt > 


+ Mt -alti 
< N log Z, 
再 计 及 (3.2.3),(3.2.4) 与 


1 一 r 1 一 ヶ 
ニーー 一 < 一 21; + <i 
10 Iz 1| 10 3 


> asf) 


< 2N log Z + 191 + 4log 2 


遂 有 


r(it = al + 


+ 2log ーー + 12lo ョ ーー 
< 2N log Z + 238 + 14 log- + (3.2.5) 
在 |z—al<| ) 与 点 应 用 
Poisson- Jensen astciem 1 deem ' 
R= | — zl +H, ニル ー ョ し (3.2.6) 


i 
sg [HCC SAY” tog fa + Re の 1 


0 
2 p2 
7 Ri— Ki っ dip 
R? 一 2R,Rıcos (0 — p) + Ri 
Ri — (8, — 1) (と = zy 
3 


+ lo RAL — By) 
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其 中 p, Ale—al<SR 内 Ks) 的 概 点 . 由 


|R} — (By, — m1) ( — D) SRF + Ri< 2R;, 


A 
log O] < Rat RR MRa a f)+Z log. = (3.2.7) 
注意 5E(7) 有 
2 4 
1 < Nlog 上. 3.2.8 
2e eB] og 于 (3.2.8) 


(3.2.5), (3.2.6) (3.2.8 ) 代 入 (3.2.7) 便 得 
が (の > zos の < log* |#() | 


<2 Niog 30c - + 119 + 7log 1 
l-r 1 一 1 一 


80 
再 结 合 (pp カ そ が leg 一 一 二 有 
r 


pompe {via + 119 + 7log- 1 | 
— r 


(3.2.9) 
如 同 情況 (1), 对 于 任意 复数 A 


] 一 
5 emis 


N+ 1) log ーーー 7+ log 


erect + 


1 
<q- TET 


3.2.2. 推广 


现在 我 们 将 定理 3.3 作 一 些 推广 . 
定理 3.4. 设 函数 Mz) Fle] < R AWA, 若 
N =a(R, j =a) + nR, į =8)+n(R, j= r), 
其 中 c, p, 7 为 三 个 复数 ， 且 其 相互 间 的 球 距 有 一 正 的 下 办 d, W 
对 于 0 二 + 二 R 和 任意 复数 4 有 
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CR? 


n(r,f=a< -他 


x fav + り leg = + logt — テト log 


Gave 小 
于 此 wo 为 lze|< R 内 的 一 点 ， 

W. 无妨 设 R= 1. 否则 作 自 变量 的 替换 z := RE, BEE 
A R=1 的 情況 . 

将 a, BY 的 次 序 作 适 当 调 换 后 可 设 max( lgl |g) に |r|. 
由 于 «, 8, 7 相互 间 的 球 距 以 4 为 下 界 , 于 是 

Ja, ool > [£ 00 | > そ 
从 而 
2 


2 
ja] < -7> IB] <<. 


z KY—e 71-8 
g(z) Np roa? 


则 gs) 在 |e] <1 AW, H 
N=n(Ql,g=0) +nCl,g=1) +n, g= œ). 
如 同 定理 3.3 的 证 明 , 先 对 g(z) 在 |z| <1 内 的 零点 ， 1- 值 点 


和 极点 作 除 外 圆 (>) ,并 取 zae(y) 且 |zol < t=, 无 妨 设 


le(e) | 过 1， 否 则 只 须 调换 a 和 8 ER. AA jz 一 zol 
二 p 与 (7) 无 交 , 且 + +2 —r<p< r+ 一 of 
区 别 情 况 (1) 和 (2), 类 似 于 (3.2.2) 与 (3.2.9) 有 

T(os am g) = ENN tog 2 


TER 
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T(P, Zos 1) S T(P, 205 ナー B) + log~ |B | + log 2 


= T (6, る 0 ぅ 3)+ log |i(z0) — 2| + 1ogT1g| + jog 2 


一 1 
< T (p00, { Z) + log+ + log2 
BET |p — a] 


+ log | 人 so) — £| + logt|#| + log2 


< T Cp, 205 g) + og ニー logt — 1 
7 一 有 8| 15 一 gl 
+ log | Kzo) + 2logt |] + 31og 2, 
注意 到 
jpg と ーー | = logt + LOO. 
og ァ ー 8 og yL g 
< logt |p| + logtla| + 2log2 + lost. 1 
Y — 
便 有 
TCP, za f) で 7(p, zos g) 
+c (tog + + 1) + logt Ce) 
<C {N+ 1 log —2— + log | 
1 一 ヶ ュー テ ヶ d 
+ log* | f(z0)]. (3.2.10) 
于 是 


2 ガー の < nr + H, wima ) 


ミュ ーー (ey tos f= a) 
— r 


C 


2 1 
<ー {N+ lo -+ logt 一 
ロー が dle 1 一 d 


1 
+ los T, al 上 
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3.2.3. Rauch 定理 


为 了 以 后 的 应 用 ,我 们 还 需要 将 定理 3.3 作 进一步 的 推广 , 这 
HL Rauch 定理 ， 在 证 明 Rauch 定理 前 ,我 们 先 注 意 一 简单 事 
实 . 

引 理 3.1. 设 PC) 为 于 |z| < ROS OMAR. ANT 
0 大 有 


- £ + ps 1 
At logt [P(z)|do, < log F (0 <d<. 2 ) 
则 在 区 间 [r r] 上 使 
1 
log 一 
> P < BEP 
PDS 


成立 的 值 所 成 集合 的 测度 不 小 于 a. 


证 ， 如 果 引 理 结 论 不 成 立 , 则 在 【re r] 上 使 


log 上 
m(r, P) > 一 -一 
° ri(rz— +1) 


成立 的 值 所 成 集合 的 测度 大 于 a. 于 是 


1 1 
ry っ 1 
2mCr, P)rdr > 2ーーーーーーーー ・ ーー 
| ( ° ) 7 rri — ri) "1 2 8 d 
{Az ERA mA 
1 | igt PG) laos 
T neier 


按照 引 理 假设 它 应 小 于 log 二 ,这 便 导 得 一 个 矛盾 . 
定理 3.5. ik BBL 人 (る )。 P(z); OCz), R(z) 于 jz] <1 Aw 
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鈍 . 又 设 在 |z| <1 A, Cz) 取 P(s)， Olz), R(z) 的 次 数 不 超过 
N, P(2), OC), R(z), Plz) 一 Olz), O(2) — R(=) HRs) 
一 P) 的 零点 与 极点 数目 不 超过 p。 若 
1 
= NI er (ipl + キュー イ 
1 1 
Q- R] 一 月 
则 对 于 0 三 + 三 1 Megas 有 


が (7 ティ g) < (iy lev + の lg - 


+ log — + log —— 


)a < log =, (3.2.11) 


Tes z] (3.2.12) 


其 中 |zol <1. 
和 证。 在 jz| <1 内 ,相应 于 f(z) 一 P(z), fle) — Ol), fe) 


一 RR(z) 的 零点 以 及 数 h = = ro 相 
应 除外 加 (7), 的 半径 总 和 不 超过 20h = -二 了 ， 再 相应 于 PO), 


Q(z), R(z), PCz) 一 OCz), O(z) 一 R(z), R(z) — P(z) 的 所 
有 零点 和 极点 以 及 数 4 应 用 Boutroux-Cartan 定理 相応 除外 回 


Cr), 的 半径 总 和 不 超过 2ch =! ニス OOS Oat 


并 ,《7Y) 中 诸 贺 直径 总 和 不 超过 上 二 


置 
こめ 一 P(e) , R(x) 一 0%) 
gle) Hz) 一 0( ぅ ) RC 
则 g(x) 在 |z| < 1 内 亚 纯 , 且 
na(l,g=0)+n(l,g=1)+n(l,g= EN 


选取 ze(y)。 ll <2 ーー 以 及 lg(s り | 所 1， 在 回环 


+ キ そい ー の < レーsll テキ テロ —r) 
上 选取 |z 一 sol = 0 5 (7) 无 交 , 并 且 
mos zos の ap zo Q) + m (ps zo +=) 
+ m (o, zo iR) + m (ps 20s ュー 


< 5max {mos 20> P), mlo, Zo QO), mio, Zo: zis), 


ワッ 


m (o, 209 


< 5m (py zo [P| + 91+ Boy 


1 1 
+ phar * Teo) 


5 log 一 125 log 二 
d 


< [MMM (3.2.13) 
2 ーー 
十 二 (1 一 
し 2 の 7) 


按照 (7) 的 取法 。 (3.2.11) 与 引 理 3.1， 这 样 的 加 月 总 是 可 以 取 到 
的 
如 同 定理 3.3 的 证 明 ,在 情况 (1) 和 (2) 时 都 有 


CIN + pt! 2 
TCP, zo 8) < NT + D tog . 


1 一 ヶ 
但 是 
Te; Zoot) < T(P, Zo f — 0) + TCP, Zos c) + log 2 


= T (p, v 1 z) + log ICO — (za) | 


+ TCP, zo Q) + log2 


. 82 œ 


< T (os zo /= 


+ log | fCzo) 一 O(z0)| + T(p, zu Q) + log 2 
<= 7(p。 る 05 g) + T (o> る 0 ぅ £ — 5) 
4) + TC, 20.0) 


+ log |f(z0) 一 の (so) + 2 log 2, 


1 
7 (o, ーーー ) + tog? 
)+ の ーー Og 


+ T (ps zo 
Q 


T (o, Zos z — 5) <T (o Zos zo) + Tp, z P) 
+ Tlo, 202 0) + 2log2. 
再 计 及 
log ICs — Q(zo)| < logt |f(z0)| log*|O(zo)] + log 2 
< log | f(zo) | + T(p,20,0) + log2, 
于 是 


TCP, る 0 D < T(p, Zos g) +T (o Zos zo) 


1 
Q—P 
+ 5log 2 + logt f(z) |. 
HEER, zuE(y)。 以 及 (3.2.13) 式 可 知 
3T (Co, zo O) + T(p, zo P) 


pop) tT lo gir) 


1 
125 log 一 
z d 


+ T (o, za ) + 3T(p, zo 2) + Tlo, za P) 


+T (o, る 05 


2 
<3 {pl 24 
ene ana 20a — rd 


1 
125 log — 
g d 


320e 
<3 |p los: ーー キュ ーー 
因此 
TCo em P< SAWN + p+ Dlg ーー 
+ eK 
从 而 对 于 任意 复数 。 有 


araf = a) し キュ ーー ) 


< Ne, ao 1 ) 
j—a 


< [10s am f= a) + le} 


c 
< 一 二 -| N +p +1) log -人 .+log 上 
(Ur (NV+? ) pg ュー Sg 


+ r 


$ 3.3. FRE Borel 方向 


3.3.1. 两 个 引 理 


为 了 推导 亚 纯 函 数 的 充满 圆 与 Borel 方向 ， 除 了 前 两 节 的 准 
备 外 ,我 们 还 需要 两 个 引 理 . 

RAR f(z) 于 开平 面 亚 纯 , の 丸 一 区 域 . 又 受 る ) 在 の 内 取 
某 些 复数 = 至 少 N 次 ， 且 这 些 复 数 不 能 为 半径 总 和 为 1/2 的 任意 
一 组 球面 圆 所 覆盖 ， 

将 DD 划分 为 个 小 区 域 D;C = 12。…・ っ ヵ ). 对 每 个 7 ERN 
Ki 包含 Dj, FE Ki WO Ki, 44 Ki 的 2 倍 ， 
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如 果 在 每 个 K; 内，f(s) 取 三 个 复数 的 次 数 不 超过 n, BX 
三 个 复数 间 的 球面 距离 不 小 于 4， 按 照 定理 3.4 在 Ki 内 代り 取 
任意 复数 a 的 次 数 应 小 于 


cz+ log 1 +1 し 
d ーー イ 


-(Uz)c(Ue) 


于 是 在 D 内 1(z) 取 任 意 复数 4 的 次 数 应 小 于 


c fr? + plog + + s- 
H jasil 


对 上 式 末 项 应 用 球面 距离 的 Boutroux-Cartan 定理 (定理 3.1) 
有 


p 
le, 4 >a, 


W 
ご 


至 多 除去 一 些 球面 小 网 (Y ), 其 半径 总 和 不 超过 2ch。 WA 


存在 复数 alr), 同時 nOD, f= a) SN, 
因此 
M <n(D,f =a) 


1 
<C {sp + plog 本 十 plog8e}, 
车 选 取 d= e WP 
N< Cnp. 
即 存在 适当 常数 C* n> の 


D RABI, C 表示 数字 常数 ,但 每 次 出 现时 不 一 定 具 有 相同 数字 ， 
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这 样 我 们 就 有 下 述 结论 . 

引 理 3.2, 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 ,区 域 D, Di Ka KI G =1, 
2,…*, p) 如 上 所 设 ， 若 使 (D, f =a) SN 成 立 的 复数 a 在 
Riemann 球 上 不 能 为 半径 总 和 等 于 1/2 的 任意 一 组 球面 留 所 覆 
盖 , 则 必 存 在 一 个 圆 K 与 一 个 数字 常数 CHE f(z) 在 Ki 内 


取 任意 复数 至 少 C* っ 次 , 至 多 除去 一 些 复数 可 含 于 两 个 球面 半 


径 为 er 的 山内 . 

现在 我 们 应 用 引 理 3.2 作 进一步 的 讨论 ， 

Li) 于 开平 面 亚 纯 , 级 为 有 穷 , 目 不 赔 化 沟 有 理 函 数 ， 将 
引 理 3.2 中 的 DD 取 为 圆 环 : 二 |z| < R， 先 求 出 在 这 区 环 内 f(z) 
取 菜 些 复数 的 次 数 的 下 界 ， 即 估计 a(R, f= a) -- (rs,f =a). 


注意 
nR, f =a) = a(R» j= の j= a) | at 


log R : 
+ 


以 及 对 大 于 1 的 正 数 k 有 


= = nCrsf 一 a) r di 
n(r,f =a) ーー set |, 
1 = 
< ogg kr» f= a). 
由 Nevanlinna 第 二 基本 定理 (定理 1.5 ?可 以 丕 出 当 尺 适当 大 
Re 1 T(R,f) 1 
N(R +) > TD, IO, 引 テキ G31) 
成立 的 算数 * 不 能 为 球面 半径 总 和 为 1/2 的 任意 一 组 球面 图 覆 


2 
UL, 
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取 R 充 分 大 使 上 述 结论 与 


240log È 
T(R, Ð > max {240， ー。 127( ァ 。 の, 
log ん 


127( を 。 f) R} 
log ん log r 


(3.3.2) 
满足 ,这 时 有 
n(R,f=a)—n(r,f =a) 


ye mph) leech) 


WV 


27RD T(n) tle, 于 


4) 


> _ ーー 
log Ë log Ë log & 
1 ーー エー > 
a f) Tr, f) + log TOM + ne? 
log こ log £ 
8 og 一 
1 
rs 一 一 一 一 一 log 2 
ETOT 
log ん 
> T(R, f) fı 4TG, の — 4log 6 4T (kr, の 
4 log È T(R,f) TR TQR, 
r 
log È log & 
“| 
log R TCR; f) log & ° 
> TRD, 
15 log 一 
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取 充 分 大 的 正 整数 9， 将 区 域 二 lel 一 R 作 如 下 划分 ， 作 
4 条 由 原点 发 出 的 半 直 线 , 两 两 间 的 夹 角 为 a 再 作図 弧 


8 
jz] =r, rt), eres (+2) ’ 


其 中 


log R q’ log R 
r 


记 D; 的 中 心 为 z 则 可 以 看 出 D; &F jz 一 | < ail 
应 用 引 理 3.2 于 函数 Kz)， 则 有 以 下 结论 . 

. 引 理 3.3. 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 级 为 有 穷 FREER 
数 ， 则 在 + 二 la| < R 内 必 存 在 点 z 使 得 在 jz -zil < aa] 
内 f(z) 取 任意 复数 至 少 

n= C* TCR の (3.3.3) 


(iat) 

次 ,至 多 除去 一 些 复数 可 含 于 两 个 球面 半径 为 e 了 的 圆 内 . 
上 述 结论 当 (3.3.2) 式 成 立 以 及 R, gq BAAR BRL 
以 上 假定 f(x) 为 有 穷 级 ,是 由 于 在 (3.3.1) 中 弄 求 


N(R. 77) > で を ん 


当 万 z) 为 无 穷 级 时 , 可 能 存在 例外 区 闻 . 但 当 R 适 当 大 时 ,在 [R， 
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2R] 上 可 以 选取 R 不 属于 例外 区 间 . 这 时 如 上 可 得 
nR, f =a) —n(r,f =a) 


由 于 だ 不 属于 例外 区 间 ,使 


, 1 TCR’, の 1 
N(R テー) HRD, 10), «| > 3 


成 立 的 复数 a 不 能 为 球面 半径 总 和 为 1/2 的 任意 一 组 球面 加 用 
盖 ， 对 于 这 样 的 复数 “有 


N (2R， oi) > (r, +5) 


1 / 1 
テー7(R > の = TRP. 


于 是 类 似 于 引 理 3.3 的 推导 可 得 
引 理 3.4. 没 1(z) FAFE, KREA ARA, N E 


r< la] < 2R 内 必 存 在 点 ai, 使 得 在 = 一 sjl < F lali iG) 


到 任意 复数 至 少 
n= c* are - 
Um そり 
次 ,至 多 除去 一 些 复数 可 含 于 球面 半径 为 ”的 两 个 圆 内 ， 上述 
结论 当 


TCR, }) > max {240, 240 log R) 
log ん 


12T(r, の 127(% ら が log RY (3.3.4) 
log ん re 


以 及 R, 4 适当 大 时 成 立 ， 


3.3.2. MHRA Julia 方向 


在 定理 2.9 里 我 们 已 经 看 到 任何 一 个 超越 整 函数 都 具有 Jolia 
方向 ， 但 是 对 于 超越 亚 纯 函数 ,情况 却 有 些 不 同 ,。 A. Ostrowski 
曾 举 出 简单 的 超越 亚 纯 函 数 长) 的 例子 ,其 六 长 性 为 

T(r, f) = OC hog r)?) Gram), 
并 且 M2) 不 具有 Julia 方 向 . 


虽然 如 此 ,我 们 有 
定理 3.6. 设 通 数 fe) 于 开平 面 亚 纯 , 且 
Tr 一 
um re (log 7 = 0, (3.3.5) 
则 必 存 在 一 列 加 
Tj; jz 一 z;| < gizl lim | z;| = 00, lim gg = 0 


G =1,2,-++), 
使 得 在 每 个 Ti 内 、f(z) 取 任意 复数 至 少 n 次 ,至 多 除去 一 些 复 
数 可 含 于 两 个 球面 半径 为 ei 的 圆 内 ,这 里 lim = o, 
具有 定理 所 述 性 原 的 園 Ti WA Ke) 的 一 列 充 满 圆 。 
证 。 由 (3.3.5) 式 可 取 一 列 趋 于 co 的 正 数 (ro): 使 


取 Thy 适当 大 ,并 使 


Tin DS max|240， 240log(27x.) 


log 2 


AEP toa Gira) | 


»12TC1; の 


以 及 使 , 
T Crk )* 
( log re? 
适当 大 ， 应 用 引 理 3.4, 在 1 < jz] < 2ru 内 存在 点 zi 使 在 


s 90 * 


n= 


4 
Ti: jz — zl < -= jz] 
qı 


Af) 取 任 意 复数 至 少 
m= c* Trg,» f)? 
log ra, 
次 , 至 多 除去 一 些 复数 可 含 于 球面 半径 为 。” 为 两 个 圆 内 ， 
BY re 使 re > 37g. 再 取 ra, 使 
Tir f) = max f240, 240 log ra) ， 12T (ree の 
log 2 
2T Qr の } 
ー jsg2 "8 (2r,,) 
以 及 
_ Tras ft 
© Clog 74)? 
应 用 引 理 3.45 在 ret < |z| < 275 内 存在 点 ap 使 在 


4 
T: lz 一 al < |z,| 
92 


内 fe) 取 任 意 复 数 至 少 
m= C* T(ri,, pi 
log rx, 

次 ,至 多 除去 一 些 复数 可 含 于 球面 半径 为 。” 的 两 个 圆 内 . 

将 这 个 步 台 继续 下 去 ,我 们 就 可 得 到 一 列 圆 ， 具有 定理 3.6 所 
述 的 性 质 . - 

R. 设 大) 于 开平 面 亚 纯 ,适合 条 件 〈3.3.35), 则 必 存 在 一 条 
由 原点 发 出 的 学 直线 J; arge = 60(0 <0) < 22)， 使 得 在 角 顶 位 
于 原点 以 7 为 平分 角 线 的 任意 小 的 角 域 内 ,f(z, 取 任 意 复数 无 穷 
多 次 ,至 多 可 能 有 两 个 复数 例外 , 

事实 上， 根据 定理 3.6 入 xz) 具有 一 列 充满 贺 Tale 一 xj| 二 
silzil BESA Ti 内 f(z) 取 任意 复数 至 少 n 次 ,至 多 除去 一 
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SERA ET YA ei 的 两 个 贺 内 ， H limn; = 0, 

{ eines; i,7=1,2, …} 至 少 有 一 个 聚 点 , 记 为 (0S 
2x), WWE :argz = 6。 就 具有 所 要求 的 性 原 . ae 
存在 以 原点 为 角 顶 以 了 为 平分 角 线 的 某 小 角 域 0, 在 0 内 f(z) 
不 取 三 个 判别 的 复数 av 二 1,2, 3)， 但 是 2 内 包含 Ti(f = 1， 
25°09) 的 一 个 子 序列 ,为 符号 简便 计 , 将 此 子 序 询 仍 记 为 Ti。 当 
i 充分 大 时 可 以 使 2e つ i ご max {ausal}. 于 是 av = 1,2, 
3》 中 至 少 有 一 个 , Blinn, 不 属于 球面 半径 为 “4 的 两 个 小 圆 . 
即 f(z) 在 Ti AR a, 至 少 ヵ 次 ， 这 与 在 0 内 Hz) 不 取 a 
矛盾 . 

FLA APE RE AY To PR RR fz) 的 Julia 方 向 . 


3.3.3. TARAH 24 BRAS Borel 方向 


现在 我 们 对 有 穷 正 级 亚 纯 函数 推导 更 强 的 结 : 仑 , 

定理 3.7. 设 函 数 (2) 于 开平 面 亚 纯 ， 级 1 为 有 穷 正 数 ， 则 必 
存在 一 列 圆 

Ti: je — z| < sjes lim &; 一 0， lim zi] = oo 
G = 1,2,+++) 

使 得 在 每 个 TA f(z) REBBRE’) |x| 次 ,宇多 除去 一 些 
复数 可 含 于 球面 半径 为 AA, E. lim 3; = 0, 

Tj) 称 为 Ks) 的 一 列 4 RRB. 

证 .由 于 fe) 的 级 为 1， 可 取 一 列 趋 于 co 的 正 数 rk 使 


jim log Tri の ーー 
koa log TR 


取 ry, MK 


Tras f) > max (240, Ale re 12701, P, 
log 2 


A. 


LTC, が Í log r } 
log 2 k 
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以 及 
= log rg. 


当 如 适当 大 时 可 以 应 用 引 理 3.3, 在 1 < |z| < a 内 存在 2 使 


在 Tuls 一 | < 一 = lal A fz) 取 任意 复数 至少 
Og rx, 


n = cal Oro の 
(log rz) 
次 ,至 多 除去 一 些 复数 可 含 于 球面 半径 为 :的 两 个 圆 内 ， 
取 re 使 re, > 2ry,. BR ra 使 
TC rigs の max|240， P40 log rx, 12T(ri's f) 
log 2 
12T Qr の } 
~ig 8 Tk 
以 及 
= log ris 


则 在 re < |z 1 < rh 内 存在 22 EET: |z 一 sl < EST 


oe fka ' 
Ai) 取 任 意 复数 至 少 
m 一 C* TGr D 
Clog re) 
次 ,至 多 除去 一 些 复数 可 含 于 球面 半径 为 e 的 两 个 圆 内 ， 
将 这 个 步 又 继续 下 去 , 便 可 得 到 一 列 圆 ， 显 淮 
nj 一 c* Tee D D> rite; > ei et, 
Clog が 
于 是 这 列国 便 具 有 定理 3.7 所 述 的 性 质 . 
为 了 导出 Borel 方向 ,我 们 先 引 进 有 关 的 记号 . 设 阔 数 1(z) 于 
开平 面 亚 纯 ，atgz = (0 <0) < 27) 为 从 原点 发 出 的 一 条 半 直 
线 , 对 于 正 数 + ,适当 小 的 正 数 e 和 任意 复数 4, 上 ,nt(r,6o,8,f = a) 


(Bn (r 0, es E), H a 一品 时 记 为 nr， の | 表示 在 
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KR Cel くり (ggs 一 | の 上 f(z) 一 a 的 零点 数 , 重 级 
零点 须 按 其 重 数 计算 . C4 a= ONIN He) 内 极点 数 ,) 

定理 3.8. 设 函 数 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 级 1 为 有 穷 正 数 , 则 必 
存在 一 条 由 原点 发 出 的 半 直 线 Barge 一 (0 < 0) < 2m) 使 得 对 
于 和 任意 正 数 e 和 每 个 复数 MA 

jim tog n(rs Go» sj 一 4) _ 4, (3.3.6) 
r+ log > 
至 多 可 能 除去 两 个 例外 的 复数 . 

证 .根据 定理 3.7，f(z) 具有 一 列 1 RHP A Ti je- z] 
<ej\zj], REST Ti 内 He) ERR lal? 次 
至 多 除去 一 些 复数 可 含 于 球面 半径 为 H7 BSS; 和 S$; 
内 其 中 limé; = 0, 

记 { e83 j = 1,2,-°° } 的 一 个 聚 点 为 cie(0 Sax 2x), 则 
XER B:argz = 就 具有 所 要 求 的 性 质 ， 因 若 不 然 , 则 存在 以 
原点 为 角 顶 以 下 为 平分 角 线 的 某 角 域 Q: jargz -- | < e 以 及 
三 个 判别 的 复数 a,《» = 1,2,3) 使 得 


jim gt の ga ナー (so1,2,3) (3.37) 


roo log r 


但 是 在 の 内 包含 了 TG = 1 2……) 的 一 个 无 穷 3 列 为 符号 简便 
计 , 将 此 子 列 仍 记 为 了 ;。 当 j 充分 大 时 可 以 使 
2em < La {la,, al}. 


于 是 a(v=1,2,3) 中 至 少 有 一 个 , Bina. 不 属于 $, 和 
(7 = 1.2 。 >), 其 中 Si; 和 Si, 是 s, 和 S; 的 子 序列 . BU f(z) 
在 Ti AR a BD je 次 ,于 是 
iim logn(+, Qos 8, f = a1) 
r>a log r 
> lim log 2(Tj,, t= a1) 
fre dog (2 | 24,1) 
> lim log (fz; h) = 
log (2 | 23,1) 
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这 与 (3.3.7) 矛 盾 . 于 基 定 理 得 证 ， 

具有 定理 所 述 性 质 的 方向 称 为 Kz) 的 4 级 Borel 方向 ,或 简 
RRA f(z) 的 Borel 方向 ， 也 有 的 学 者 把 它 称 为 Borel-Valiron 方 
向 ,因为 是 1928 年 G，Valiron 首先 得 到 这 种 方 入 的 . 

对 于 亚 纯 函数 的 Borel 方向 有 过 很 多 研究 二 作 ， 例 如 M. 
Biernacki! 建立 了 下 述 定 理 ， 

定理 3.8 . 设 函数 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 级 1 为 有 穷 正 数 , 则 存 
在 一 条 从 原点 出 发 的 半 直 线 (B):argz 一 (0 < bo < 2?) 使 得 对 
于 级 小 于 1 的 任意 亚 纯 函 数 Ce) CTR C) 赔 化 为 常数 的 情况 ) 
BA 


jim gs: カー ジー ds (3.3.8) 
テー の log r 
至 多 可 能 除去 两 个 例外 的 函数 . 


A. Rauch 进一步 发 展 了 Bicrnacki 的 结果 ， 为 了 叙述 Rauch 
的 结果 ， 我 们 先 引进 亚 纯 六 数 收敛 类 和 发 散 类 的 慨 念 . 
设 fz) 于 开平 面 亚 纯 , 级 1 为 有 穷 正 数 , 若 积分 


| Ta). dr (3.3.9) 
为 有 穷 值 , 则 称 Ks) 属于 1 级 收敛 类 ; 若 积分 (3.3.9) 等 于 无 穷 , 则 
BK Kz) 属于 1 级 发 散 类 . 
定理 3.8". RAR fz) 于 开平 面 亚 纯 , 属于 4 级 发 散 类 , 则 存 
在 一 条 从 原点 出 发 的 半 直 线 (8):argz 一 (0 S 0 で 2z) 使 得 对 
于 级 小 于 4 或 者 属于 7 级 收敛 类 的 任意 亚 纯 函 数 (z) 恒 有 


A+) 


| lr, Os £, f= ME = o, (3.3.10) 
r 


至 多 可 能 除去 两 个 例外 的 函数 

定理 3.8 和 定理 3.8” 可 以 借助 定理 3.5 进行 证 明 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参阅 他 们 的 原文 ， 近 年 来 在 Bord 方向 上 也 有 一 些 有 趣 的 
结果 ,在 以 后 的 章节 里 还 要 予以 论述 . 
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§ 3.4. Borel 方向 的 一 些 性 质 
3.4.1. 一 个 引 理 


为 了 以 后 的 应 用 ， 我 们 需要 与 Borel 方向 有 闫 的 一 些 性 质 . 

我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 3.5. 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , ij = 一 1)2，…) 是 f(z) 的 
极点 的 模 , 按 非 减 的 顺序 排 列 , 重 级 极点 计算 其 重 激 ， Ae 为 一 正 
数 , 则 级 数 

の" 


[pa YD 


pot port 


必定 同时 收敛 或 发 散 , 
证 .采用 MA 积分 的 记号 , 不 难看 出 
J 
eee — dn(t, n = MED 
— の 」 +f pe りみ (3.4.1) 


加 


当 の 收 伍 时 ,显然 | PED ay 也 收敛 


反之 ,如 果 | PLD ae 收 伍 , 则 当 玉 充分 大 时 有 


yor 


1>| < “ns rP ay > a(R, 六 | dt = RIL, 


结合 (3.4.1) 可 知 Dry Eia. 
如果 代替 (3.4.1) 式 , 考 虚 


| mts カー | LNG, の 


だ すれ 


se 96 œ 


-YRD Nh + | oN; f f} 


ro yt 


di, 


则 如 上 可 证 积分 ("2D ae 与 | NCD ay yeti 


同样 地 可 以 证 明 

引 理 3.57. 设 (FH PMU, 0< 00 过 22,7 >0,4 为 一 
复数 ， 又 设 ilo. ns f= a) G= 1,2,41) B f(x) 一 4 在 large 
一 6| 委 ?内 零点 的 模 , 按 非 减 的 顺序 排列 , 重 级 零点 计算 其 重 数 
( 当 a= œ 时 相应 地 为 1(z) 的 概 点 ): 以 及 命 


N (rs Bis na ) 
— a 


1 1 
r t, Qos 9 ) - (0, 6, > ) 
(veer Po o b F 
0 


+ alo, Bo カー 4.) log r, 
若 g 为 一 正 数 , 则 级 数 

Er C n 一 の 7 
与 积分 


n (ts 0» ns ! ) N (ts か 1 ] 
f—a f— a: 
ーーー ぶ ーーー の : tt dt 


必定 同时 收敛 或 发 散 . 


3.4.2. 亚 纯 函数 在 角 域 内 的 性 质 


定理 3.9. BR f(z) 在 角 域 |argz 一 | <q AW. 并 且 
存在 三 个 判别 的 复数 2,(v = 1,2,3) 和正 数 o 使 得 级 数 
ro n, j = a)y (一 1，2，3) (3.4.2) 
收敛 ， 则 对 于 和 任意 正 数 se， 级 数 
lr 4 — E, f = a)y 
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对 所 有 的 复数 4 收敛， 至 多 可 能 除去 一 个 线性 测度 为 0 的 集合 . 
证 ， 用 由 原点 出 发 的 半 直 线 等 分 角 域 |argz -00| <4 — 6, 
使 得 每 个 小 角 域 的 开 度 不 超过 6/4, 这 些小 角 域 的 总 数 
p< | 41, 
を 


4 
再 取 一 造 当 大 的 正 数 rm， 以 原点 为 心 ， 用 


E \ EY 
Tos at + 7) nu +E) >・・・ 
为 半径 的 圆 弧 等 分 角 域 jargz 一 | <ne 这: 洋 将 (]z| > ro) 
人 (largs 一 | 二 7 一 8) 分 为 一 些小 曲 边 四 边 形 O,G=1,2,---, 
Jil 二 112) 对 于 每 个 9 存在 小園 Ti; 及 半径 为 其 二 倍 的 
同心 小園 Ti 使 得 
の ご Ta ご ご (largg — | < n). 
REBUM TET pmo MERWE 的 数 目 有一 固定 的 
上 界 ， 例 如 可 以 取 上 界 为 100. 
由 于 级 数 (3.4.2) 收 敛 , 应 用 引 理 3.5 有 


| A bn fT a) g, < 00 (»= 1,2,3), 
+ 


但 是 根据 定理 349 在 每 个 T; 内 有 


n(n f= 2) < CYS) aT f =a.) 


+ log —+—— 一 |， (3.4.3) 
en (ott 5) OF 
ESHA SH AER OP 5 的 圆 oj, 内. 
记 


D 注意 xy デー1.2,3) 互相 判别 ，4 为 一 确定 正 数 ， 因 此 在 (3.4.3) 中 它 可 以 包 
含 在 最 后 一 项 里 . 
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可 以 看 出 


mese 一 lim mes ( U e) =0, 
1=k 


A+ 


对 于 任意 复数 a，aEc ， 则 必 存 在 一 个 h ee Yon. 于 是 


L= 


Sieh WAT 7 二 1,2,*…*, 了 和 复数 4 恒 在 (3.4.3) 式 ,从 而 


iM- 
iM- 
i 
3 
oN 
= 
て 
~~ 
ミン 


故 
nr, 05 n 一 Es j= a) 
< C {> n(2r, Oo > No 7 = ay) + Go ト 
因此 对 不 属于 集 < 的 任意 复数 4 有 
| < O.7—&,f=a) dr < oo 
rh À? 


再 由 引 理 3.5” 便 得 定理 结论 ， 

应 用 定理 3.9 我 们 可 以 推出 下 述 重 要 事实 , 

定理 3.10. 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 级 2 AASER. Æ f(z) 
在 角 域 9 <argz < 0, 内 没有 AB Bore 方向 , 则 对 适当 小 的 任 
意 正 数 “存在 三 个 互相 判别 的 复数 zy = 1。2。3) 和正 数 
T, T< à, 使 得 ? 


D 对 于 区 域 G， 我 们 用 a(G, F= 2) 表示 域 G 内 FC) 一 的 零点 数 , BREA 
须 计 及 其 重 数 。 
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3 
SD} Ce! <r) NCO, + a<argze S 0, — a) f = る すく が 


l (3.4.4) 
W. WFLA + a, 9: 一 og] 上 的 每 个 值 p, 因为 argz =p 不 
是 fz) 4 Bord 方向 ,按照 定义 必定 存在 三 个 互相 判别 的 复 
数 上 ( ゅ ), ER elo) ARER rp), r(p) <z， 使 得 
al{(lz] <r) Cp — elp) < argz < p + e(p)), 
f=8(e)}< rr" G=1, 2, 3). 
于 是 对 于 rile). r( ゅ ) <11(9) <1, 4 


[a(d] < DN = elp) < arg < p + elp), f= p(y)) 
d . 
om で © G = 1,2,3). 


根据 引 理 3.5' 级 数 
Dr, ele), f = Bi(p)) の G = 1,2,3) 
收敛 ， 应 用 定理 3.9, 对 于 任意 复数 ヶ 级 数 


elp) ， MW 
zf r (P. 2 of 一 中 
收敛 , 至 多 可 能 除去 关于 4 的 一 个 线性 测度 为 0 的 集 elp). 
注意 人 9 -2@.,9+2@) pt a< p< e a} ts 
成 了 闭 区 间 [p + ap 一 a] 的 一 组 开 覆 盖 , 因 此 存在 有 穷 个 区 间 
(o; — =, pı + 21) (1 = 1,2, +++, Lye = e(o り ) Æ lpi +a, 


p: 一] 的 一 组 开 覆 盖 . 
相应 于 每 个 p 例外 的 零 测度 集 为 e, 一 ea). E 


e == U co 它 仍 为 零 测度 集 ， 命 妇 一 max{fzi(ei)}， 则 
i=1 isi«L 


<r <l ATEREA a, RB ale, RA 
=f (e $, j= aj} < (i= 1,2,+++, L), 
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于 是 
[4 


2 
根据 引 理 3.3 有 
| a((|z| SANCO + a Sarge 20, — a), f =a) 
dt 一 co. 
yi 


因此 对 不 属于 e 的 任意 三 个 判别 的 复数 Cv = 1,2,3) SER, 
ni で LAGANDA. 


3.4.3. Borel 方向 决定 一 列 充满 加 


在 §3.3 里 , 我 们 曾经 看 到 从 亚 纯 函 数 能 一 个 2 级 充满 圆 的 序 
列 可 以 导出 Borel 方向 ， 反 过 来 从 亚 纯 函 数 的 Forel 方向 也 可 以 
得 到 1 级 充满 圆 的 序列 ， 这 就 是 下 述 的 A. Rauch" 的 一 个 结果 . 
定理 3.11. 设 1(z) 于 开平 面 亚 纯 ,级 1 为 有 穷 正 数 ， 若 
Biargz = O00 S 0, < 2x) 
为 f(z) 的 一 条 Bord 方向 , 则 必 存 在 一 列 贺 


rj; |z 一 zj| < é;|2z;| 5 gi = gl eo, 
lim | 一 oo， lime; = 0 (Gj = 1,2,・…・) 
チー の j>a 


使 得 在 每 个 TA, f(x) RERE RED |a h 次 ,至 多 可 能 除 
去 一 些 复数 含 于 球面 半径 为 27 的 两 个 圆 内 ,其 中 limé; = 0, 


证 。 取 以 原点 为 顶点 以 好 为 平分 角 线 的 一 个 小 角 域 
. 了 
Q. |argz 一 |] < > 
用 la] = 2i(j = 1,2,・ .) 将 此 角 域 分 为 一 些小 四 边 形 
O: 2 Je] < 2N (large — 6] < 2), 
对 于 每 个 0;， 再 用 :一 1 RAM FA +a), FA +9), …・。 
H +9) CER s BRAK UCL すめ の て 2 < 2/1 + 9) 
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确定 ) 进 行 分 割 ,形成 了 $ 个 小 四 边 形 OC = 1,2 st tty), 作 圆 
Ti & O, 于 其 内 , 且 半 径 不 超过 Coty BY Ta 的 同心 贺 
Pin BAH 2 È. EBS Ty 内 命 


m = min{ sn ニー) 


上 式 右 端的 最 小 值 是 对 所 有 的 三 个 复数 的 组 合 取 的 ， 只 要 这 三 个 
复数 相互 间 的 球面 距离 227, 应 用 定理 3.4， 在 0 内 f(z) RIE 
意 复数 a 的 次 数 不 超过 


C {nin + i}> 
可 能 除去 一 些 复数 含 于 球面 半径 为 27 的 圆 内 . 
对 于 每 个 固定 的 p As 个 除外 的 球面 小 贺 。 因此 当 7 变动 
时 ,所 有 的 除外 球面 小 圆 的 半径 总 和 为 


j=1 2° 
取 jo 充分 大 可 使 
= ， 1 
2 テー フラ 


i=l, 2 


由 于 B 是 Cs) 的 ぇ 角 Bord 方向 ,于 是 对 小 于 1 的 任意 正 数 


ぞ 。 角 数 
本 —T 
lr.(o, 7’ f= a )} 
对 于 任意 复数 4 发 散 ,至 多 可 能 除去 两 个 例外 值 。 取 复数 AE 
例外 值 ,也 不 属于 从 j=j 起 的 所 有 的 除外 球面 小 圆 , 则 
5 も 。(% テッ ガ ー 小 = 0, (3.4.5) 
另 一 方面 ,对 每 个 i AB 


ni = MaX Nips 
1<l<s 


she 
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PE あま うら 


2 


< と 12 コ 十 之 h (Oo<r<i). 


q2 


(3.4.6) 


aoe — TRAE 0 的 正 数 序列 (』。) 以 反 一 列 単 詰問 


增 趋向 于 4 的 正 数 序列 C). a D テー oo 并 计 及 (3.4.5)， 
i met 


ee 一 00， 从 而 可 以 选取 j tE 
7 の の 


> M2 HY: > 2t A) 
ji 
同样 由 之 ， <0, 有 
init. na 2 な 
=j j=jitl 02 
h>ib 使 


十 1)7。 


G 
> n22 1z > 20zTD(2r。 一 4 


= co0， 从 而 可 以 选取 


于 是 存在 一 列 圆 Ti: |z 一 ?| 过 Cm | zi] > argz = 0,, BÆT, 内 
IC) 取 任 意 复数 至 少 | で に 次 , 至 多 除去 两 个 球面 半径 为 


2 7 的 圆 ， 定 理 从 而 得 证 ， 
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第 四 章 ” 亚 纯 函 数 结合 于 导数 的 值 分 布 


在 整 函数 与 亚 纯 函 数值 分 布 论 中 ,有 一 个 富有 意义 的 方向 ,就 
是 将 函数 取 值 与 其 导数 取 值 联合 起 来 研究 .在 这 方面 有 很 多 研究 
工作 ,本章 将 扼要 地 加 以 论述 . 


$ 4.1. Tr, の 5 TO, f) RER 


我 们 先 比 较 TO. 与 TO, f) 的 增长 性 , 并 证 明 f(z) 与 
f(z) 有 相同 的 级 与 下 级 ， 


4.1.1. 两 个 引 理 


对 于 亚 纯 前 数 f(z)、 以 后 我 们 将 要 看 到 用 TO, H RAR 
7 了 (rz, 了) 相当 容易 ， 但 是 要 用 TC.) KAR TC. 力 却 比较 困 
难 ,在 这 方面 有 庄 垢 泰 外 建立 的 不 等 式 ， 为 了 得 到 这 个 不 等 式 , 我 
们 先 证 明 他 的 两 个 引 理 . 

引 理 4.1. 设 函 数 f(x) 于 开平 面 亚 纯 , 且 KO) ew. BRE 
R 为 两 个 正 数 ，R 二 R'"， 则 存在 实数 6 使 得 对 于 0 委 ”* 所 民有 


| dont Cre) | < EEE mR', 1) + aR. log 4 


+ Ng , カ . (4.1.1) 
证 . 对 于 zx = reh, 0<r KR. HIO + oo, 则 由 Poisson- 
Jensen 公式 有 


log 11 < | tog CRE 
2 ァ -0 


2 
R?” — 7r 


X 二 一 一 一 一 -一 一 一 一 4 
R? —2R'rcos(e — 0) + r’ P 
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+> 


1 ISR? 


R” — Bz 

IE 一 め ) Í 

其 中 5 为 f(z) 在 |z| <R 上 的 极点 ， 于 是 
lg | < を キテ Cg が 。 の エキ Dy | 


Ib I&R Erer 


lo 


’ alR’ Pf) 
< Eien の + log ORY 。 (4.1.2) 


lz ーー bal 
Lb SR 


记 bu = lóule®u, DY 
ee 一 elem ラテ Jha] sinC@ 一 eg の) 


从 而 
TT l= al > (Tp el) (I i0 ol). G13) 
1B yb SR? “=l k=1 
但 是 


d9 


T rR sf) 
| log 
0 


Il sin (0 — pp) | 


コー 


= n(R’, pl log | sin 9|29 


0 
= —n(R’, f)xlog 2. 
于 是 至 少 存在 一 个 实数 O 使 得 


ntR’,f) , 1 
] sin (Oo — Pa) > QRH (4.1 A) 
pel 


显然 z= reb Kr S RARE f(z) 的 极点 ,否则 上 式 左 端 有 
AETA 0, 慈 (4.1.3),(4.1. 代 入 (4.1.2), 対 手 0 7 SRE 


log* ze り | < CR, f) + log arn 


+ Slog - 加 < i+ ーー m(R’, f) 


+ n(R’, f) log 4 + NCR’, f). 
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引 理 4.2. 设 fe) 于 开平 面 亚 纯 , R, R 与 R” 为 三 个 正 数 生 
R 二 R < R”, WEEER 0 HBR SOS R, HEll =e LE 


ーー 


log* | f(z) | = Fa ~ m(R” ,1) 
+ n(R”, f)log pr z (4.1.5) 


HH. 設 bp =1,2,:--, nCR”, 力 ) 为 f(z) 在 
的 极点 ， 根 据 Boutroux-Cartan 定理 有 


を | < R” 上 


alk’ f) (== — R ee ん 


I jz — 6,| 2 


除去 一 些 点 可 含 于 半径 总 和 不 超过 cae 的 一 揚 彫 ヶ ) 内 . F 


(4.1.6) 


是 在 回环 RS || < R” 上 存在 圆周 ]z| = 2 与 <7) 无 交 . 从 而 
在 jz| 一 2 上 恒 有 (4.1.6) 式 . 

对 于 ls] =P 上 任意 点 z, MJ Poisson-Jensen 公式 并 计 及 
(4.1.6) 有 


R” — ぁ z 


& 


Rs 一) 


gr の < を 一 と Cg の の う legl. 


lpISR ク の 


R" +R Be R” 


< or CR”, f) + a(R", f) log = 


4.1.2. T(r, f) 5 Tr, f) 的 比较 


现在 我 们 证 明 庄 折 泰 中 的 不 等 式 . 
EH LLAR f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 且 万 os 关 co ， 则 对 于 
tr>l15r>0¥4g 
Tr, f) < C.TCrr, sj) + logt(rr) + 4 + logt}f(0)[. (4.1.7) 
证 . Ref’ =r, Hir = or, r= ori ra 一 az。 对 于 
f(z) 应 用 引 理 4.1, 存在 实数 O 使 得 0 く , <n 时 有 


・106* 


log+ | f’ Cre?) | <tn mrp, F) + Cro, flog 4 
72 一 天 1 
十 N(r2, r) (4.1.8) 
根据 引 理 42, 在 [+, ヵ ] 上 存在 EIE ll =o LA 
log* |P (2) | < 224 mr F) + Cras f) log - ーー (4.1.9) 
由 原点 出发， na argz = 0) Æ peih, HRS |*| = 2 转 一 
圏 后 回 色 ei, ARERI L, E し (2z 十 1) の . ik 


f(z)| 在 LA 上 的 最 大 值 为 M , 则 对 于 1z| = “上 的 任意 点 = 有 
[aD | < [O)| + M (2x + 1)0. 


于 是 
log* |f(2) | < logt|f(0)! + logtM + logte + log 8x, 
但 由 (4.1.8) 与 (4.1.9) 可 知 


log+M < 727 Po F) + Cras の hg - ーー キ NC の 
ry 一 
log Ber: 
< /+t T f) 
log “2 ウー FA 
7 2 
11 8ec? 
og 
= ーー ダート + oth T(r3, f) 
log o go — 1 
= CiT Cra, 7). 
因此 


m(P,f) < CTrssf) + logt(rr) + 4 + jpgT (0)1. 
从 而 
Tr, STC, f) 
< (CL + 1)T(r3, F) + logt(rr) +4 + logt KODE 
系 . BRAR fle) 于 开平 面 亚 纯 , 则 当 + 一 oo 时 有 
T(r,1) < O{T(Qr,f) + logr}. (4.1.10) 
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当 0) + co 时 ,从 定理 4.1 立即 可 得 (4.1.10). 当 0) = oo 
时 , 记 RG) 为 f(z) 在原 点 Laurent 展 式 的 主要 孝 分 , 井 命 
g(z) = f(z) 一 RC), 
则 g(0) Ao, Fz 
Tr, g) < O{T(2r, g’) + logr}, 
但 是 
T(r, f) = T(r, g) + OClogr), 
T(2r, g) = T(2r, f) + OC log >), 
这 时 也 得 到 (4.1.10) 式 ， 
定理 4.2. 没 因数 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 则 帮 s) 与 其 导数 f(z) 
有 相同 的 级 与 下 级 . 
证 . 由 
TCO, f= mCr, F) + NC, の ) 
ア 
< mlr, f) +m (>, £) + 2N(r, f) 


<2T(r,f) +m (>, £) 


可 知 ，f(z) 的 级 与 下 级 不 超过 f(z) 的 级 与 下 级 . 

另 一 方面 由 定理 4.1 OAM ORS FR RM S O 
的 级 与 下 级 . 这样 便 证 明了 定理 结论 ， 

f(z) 与 f(z) 有 相同 的 级 ,最 初 是 G. Valicon 的 论断 ,第 一 个 
完善 的 证 明 则 是 J. M. Whittaker™ 给 出 的 . 

EIO 为 有 穷 级 整 函数 , 则 


TG, = mlr F) < mlr i) + mfe E) 


= (1 + 0(1))TCr, f). 
于 是 
lim TCO, F) f ) < 
r>a T(r, の 


R. Nevanlinna BAW WTA SREB (OA 
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lim Lore) — 
roe T(r, 1) 
1965 年 W. K. Hayman® 否定 了 这 个 猿 测 。 为 了 叙述 其 结 
果 ,我 们 必须 引进 一 个 概念 一 一 集合 的 下 对 数 密度 . 
REX (1,0) 内 确定 的 一 个 集合 。 命 EG) 为 E 在 区 间 
[1, r] 上 的 部 分 , 则 EE 的 下 对 数 密度 为 


[| 
Er) z 
log dens E = lim 


rou log7 ` 


Hayman™ 证 有 明了: 
任 给 两 个 正 数 1, 民 , 则 必 存 在 1 级 整 函数 f(z) ;在 7 的 一 个 集 
BELA 
TO の > KT(r, P)» 
并 且 log dens E > 0, 
最近 S. Toppila” 构造 了 有 穷 级 整 函数 f(z), 使 得 对 于 所 有 
充分 大 的 了 都 有 
TODD ~ 7 
T(r, f) ait is 


$ 42. 结合 于 导数 的 模 分 布 


4.2.1. 对 数 导数 基本 引 理 的 推广 


为 了 对 结合 于 导数 的 值 分 布 问题 进行 讨论 ， 我 们 需要 以 下 引 
理 , 它 是 Nevanlinna 对 数 导数 的 基本 引 理 的 推广 ,是 由 熊 庆 来 给 
出 的 . 

引 理 4.3. 疫 画数 f(z) F lel て R( SS %) 内 亚 纯 ， 若 
KO) ~oo METOS Se SRM 


fi» 
m(rs 5) < Cr fi + logtlogt 


+ logt 


If 0 )| 
- + logt? + log1 ア (の 。 M (4.2.1) 


1 
+ logt 
ーー 
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这 里 Ck 为 仅 依 于 的 常数 ? 

和 证。 当下 一 1 时 ,由 Nevanlinna 引 理 ( 引 理 1.3 )(4.2.1) 星 然 臣 
VW. 肖 (4.2.1) 式 対 手 ネー 1。2。…・。/7 一 1 BARI RATER 
EMF R=! 也 成 立 . 

若 a= re, AA Poisson-Jensen 公式 有 


f(z) i an ip 2 pet? _ 2 
f(z) 2x | log |fCee’*) | (pe? — z} ae 


+> { 1 二 a, | 
lal Sp Z ay a 


ー 2 | Vy し 
lise le — b, ピー の 6 


这 里 a,b, 分 別表 示 IG) Elz] 所 2 上 的 零点 与 极点 , 重 级 值 点 
Bit ABR. 


于 是 
ガー! f it lx 。 “it 2ee'? _ 
dz’! ($) ー al log Kee の | (pe サー z) + de 


— 《一 L7 Cu 
十 人 1)1 Zit — a,)! +a ot 


加 ー (一 1!) に ! が o 
“=D る で py "(Cm yh 
可 以 看 出 
CD る 


j I 
ミーー ユ ーー エー と 


(e—a) (P aye] ls—al fo? apl’ 
< 2 ニー テッ | の + lsat 

e(z 一 ap) |e? — a,z|! |e? — a,z |” 

25 E y 
s | 一 -一 一 e k ' 了 十 Ge z} 

es 一 sg) (pg 一 ヶ ) Cp 一 の 


<| 元 一 人 の 一 gg 


(gz 一 ap) 


『 . Qi +t pl 


D 以 后 我 们 总 是 用 Ck 表示 仅 依 于 的 常数 ,但 它 每 次 出 现 归 不 必 基 有 相同 的 
值 , 不 每 次 费 述 ， 
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同样 
(一 Dr- ii 
oo) | @ be) 


| o — biz II 27+1 ol 


< n 
ez 一) | (=r) 
因此 
ダー イナ 20 P + logt} 
dgi-! (< mn Pr ぅ 7) og TON 
2'+ip! { P 一 a,z 
Ce — r)” laSo] plz — ap) 
bs | 4.2.2 
blsp | PCz 一 by) ( ) 
注意 
a (FN f fo. E 
i(i) f +A(F, f” S) 
其 中 忆 为 1 次 多 项 式 ， 于 是 
ap Si og 站 
1 — sC 1 一 -| +1 
= 1 る ee } 
| a(t 
+ log dz! (£) | 
结合 归纳 法 假设 与 (4.2.2) 式 便 有 
0 。 1 1 
m(r, £) < cfi + logtlog TI 4- logt - 


+ logt 


1 logto + log* CP, 1)} 
—r 


Gi |) 


(4.2.3) 


P — a,z 
ez 一) 


+m (r, >» 
la lp 


loys: 


ellle 


et 一 Bz 
ez — b,) 


Ib lp 


站 


SS / 和 m (>, ンー 
+ Pa ™ (> fs) 


+ log (» (2, +) + nlo, n) (4.2.4) 


在 第 一 章 引 理 1.3 的 证 明 中 ,对 于 0 二 + 二 ?二 p < 二 R BG 


21m (+. os) + 22, m(r, fate) 


len, 


= N (p, +) +N, N — N (r, 4) — NCr, の 


< een 127(e ぅ P) + logt To 
选取 
p 一 y 十 TF (4.2.5) 
20" {TC > f) + logt aot 
后 , 即 有 
m\r 0 aye ) 
sp ° plz — ap) 
po? — bz 
+ Di ぁ ( っ を (4.2.6) 
FHC 4.2.5) A 
1 —p=(p —r)—-(e— 1) > 
torp- =L, 
P 2 2 
故 
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n(p,f)+n (2, +) 


= KO NEN (o, +) 


log — 
ar 


< 


< —? 
の 一 の 


127( の の bm 


の 


由 《4.2.5) 还 有 


< log+ Ay log+p + log+ 1 
— rf r p 


一 人 


logt 


+ logtT(p’, f) + log*tlogt 


1 
TO + log 6. (4.2.8) 


¥( 4.2.4), (4.2.6) 5(4.2.7 ) 和 (4.2. DRAS 2.3 )。 即 有 


m(r, だ < + logtlegt To) 可 十 logt +1 


+ log+p + log*T(e’, a 
- 


+ log? 1 
gp 一 


根据 归纳 法 , 引 理 便 得 症 . 


4.2.2. Milloux 不等式 


在 亚 纯 函数 结合 于 其 导数 的 模 分 布 方面 ,1940 Æ H, Millour”! 


首先 获得 下 述 结 时， 


定理 4.3. 设 fle) 在 jz| < RCO) AWA. A K0)* 0, 


co; f”(0) æ 15f49(0) 0, WF 0 二 :二 R 有 


TC) < NG, の +N(r, +) +N (+, mw) 


一 wl, was) + Sr, f)s (4.2.9) 
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其 中 
nn i EP) eal E 


OGP) — 1) 
fC) 


+ log + log 2, (4.2.10) 


W. RTI SK 


(k) (ky — (k+!) 
ia _{®—1 i 


pp 7 7 
出 发 得 


se se の reo SE) 


但 由 Jensen-Nevanlinna 公式 ((1.2.5) 式 ) 有 
mr, ォ リ ー TC, f) -N (7, +) + log jo] 
以 及 
人 


+ 人 


0) 一 1 | 
PCO) | 


+ log 


于 是 


T(z, N(;, +) + ly (>, あー) 


ー (>, o>) + SCr, f), (4.2.11) 


其 中 S(r,f) 由 (4.2.10) 式 表示 。 
应 用 引 理 1.2 有 
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(っ frre | -w(r, SS) 


fe» 一 fiery 


= _i | (ht) 
N(r, Gy) + NG ) 


ー MC の) -N (r, aa): (4.2.12) 


注意 到 P 与 PG 以 且 仅 以 f(z) 的 极点 为 它们 的 极点 ， 
当 f(z) URA zo A Cl) BRAN. PCA zo 为 1 十 
ERA FOG) 以 so 为 7 十 十 1 BRA. Mit 
NCr, FP) — NC, f) = NG, f). (4.2.13) 
将 (4.2.12) 与 (4.2.13) 代 回 (4.2.11), 便 得 定理 结论 . 
应 用 引 理 4.3, 我 们 可 以 对 Milloux 不 等 式 的 余 项 进行 讨论 . 
设 7(z) 于 开平 面 亚 纯 ， 当 f(z) 的 级 1 ATA p= 2r 


则 
log*T(p, f) = OClogr)s (+> ©), 
结合 引 理 4.3 有 
m(r, 9) = O(log r). 
(£) 
再 由 
T(p, が め ) = N(p, げ がめ) + m(p, f®) 
<No, P) + MN + mp,D + mlos 1°) 
< (k + 1)7(p, の + O( log p)， 
便 得 
log*T (oe, F®) = O(logr). 
于 是 


m (>, A) = O(log r). 


因此 当 7(z) SSSR, Milloux 不等式 的 余 項 有 
SCr， 力 一 OC log r). 
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当 f(x) 为 无 穷 级 时 , 取 p= r 十 一 一 一 iG TGP’ E 引 理 4.3 与 引 

理 1.4 有 
m(r, 1) = olig CTC, の )1, (=k, k+ 1) 
至 多 可 能 除去 一 个 线性 测度 为 有 穷 的 除外 集 ， 在 〈4.2.10) 所 表示 


が すり 


的 余 项 SCs D BRAR m(n なー) RIERA 


, 


r 
p = 


( が )<10+ 4 +jog 1 
m\r, ーー og tlog + 一 一 -一 一 一 一 
mi ATO 


+ 2log+ 工 十 3logt + 4logtp’ 
r por 


+ 4log*T Cp’, f® —1)< 10 + 7 log 2 


1 1 1 
+ 4log + bet TROY IT + 2log* F ~~ 31og+ py 
+ 4logtp + 4log+T(p’, が の )。 (4.2.14) 
由 
(k) 
T(p’, FN) S (k+ DTC, D +m (2 人 
有 . 


4log*T(p’, PY) < 4 log (4 + 1) + dlogt TC p’, カ の 
+ 4log+m (of， が s) + 4log2 
< 4log (k +1) 十 sect TG, D 
, f® 
+ m (ø, 2) + aC tog — 1) + 4log2. (4.2.15) 
再 应 用 引 理 4.3 7 
yf? _ 1 
m(o > jf )< cfi + logtlogt O 
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+ log* i + og テー ナー + logtp + !og Tp, D} 
p p 一 p 


+ logt 上 


1 
リ (0)| r 


< C, {1+ log* logt 


+ logt 


> 2.4 logtp + logtT (o, D. (4.2.16) 
一 了 


综合 (4.2.14),(4.2.15) 与 (4.2.16) 即 有 


m(r, あー リー lg TG, 


至 多 可 能 除去 一 个 线性 测度 为 有 穷 的 除外 集 ， TEN Sr ,力也 
有 相同 的 论断 . 
由 Milou 不 等 式 与 对 余 项 的 讨论 ,立即 有 
KL 设 1(z) 为 一 超越 整 函 数 , 则 下 述 两 种 情况 不 能 同时 发 生 
(1) fe) 一 a 的 零点 数目 有 穷 ; 
(2) a) 一 6 的 零点 数目 有 穷 . 
这 里 a 和 4。 为 两 个 有 穷 复数 , 且 & ¥ 0. 
事实 上 ,如 果 (1) 和 (2) 同时 发 生 , 命 


。 が 一 6 
g(z) ヵ 3 


对 g(x) 应 用 Milos 不 等 式 ,并 计 及 以 上 关于 余 项 的 讨论 ,可 以 
推 得 
lim TC, g) < oo。 


row logr 
由 引 理 1.5 g( ぅ ) 应 为 有 理 函 数 , 从 而 人 Kz) 也 是 有理 函数 . KSR 
設 矛盾 . 
系 2. 設 f(x) 为 有 穷 正 级 整 函 数 , 则 下 述 两 种 情况 不 能 同时 
发 生 
G) f(x) 有 一 个 有 穷 的 Borel 例外 値 : 
(2) PAO 有 一 个 有 穷 非 零 的 Borel 例外 值 . 
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4.2.3. 熊 庆 来 不 等 式 


现在 我 们 推导 熊 庆 来 中 的 一 个 不 等 式 , 它 类 似 于 Milou 不 等 
式 ,但 是 在 熊 庆 来 不 等 式 中 极点 密 指 量 不 再 出 现 . 
定理 4.4. 没 fC) 于 开平 面 亚 纯 , a, 6, < 为 三 个 有 穷 复数 , 且 
bx 0,¢ 0, b =c, H 


TCD <N (r, ーー)+ wo で ーー) 


+N(r， ぷー -N (r, <i) + QC, f). (4.2.17) 
这 里 


O(r, f) = Oflog(rT(r, f))}, (4.2.18) 
当 帮 z) 为 无 穷 级 时 ,可 能 须 除 去 r 的 一 个 线性 测度 为 有 穷 的 集合 ， 
证 .我 们 从 


m(r, —)<a( to) + a(r =e) 
4_) + 00), 


m (r. +5) = T(r, jb) 一 N(r, 40) + 0(1), 
于 是 


T(r, f) <N (r, =) + T(r; 7 の) 


ー が ( ァ go) tm (r> =) + 001). (4.2.19) 


对 于 f(z) 应 用 Nevanlinna 第 二 基本 定理 有 

1 1 ` 
T(r, fP) <N (r, <a) + N(r, Toy) 
+N (r, w) -N (r, wai) + Or, FO), (4.2.20) 
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当 7(z) 为 有 穷 级 时 , 根据 定理 4.2 が や (zg) 也 是 有 穷 级 , HE 
Or, fP) = 0(logr)， 当 f(z) 为 无 穷 级 时 ， 
の FP) = Of log(r T(r, FD))} 
= Oflog(rT(r, の) う )。 
BY fe MPRA PRE URE A RE. 
比较 (4.2.19) 与 (4.2.20) 即 得 定理 结论 . 


§ 4.3. Miranda 定 则 


在 $22 我 们 曾经 看 到 ,对 于 域 了 内 的 一 族 全 纯 函 数 .多 ,如 果 
多 中 每 个 函数 都 不 取 两 个 有 穷 复 数 a, b, WF 在 D 内 是 正规 的 . 
在 本 节 里 将 考虑 .多 中 每 个 函数 不 取 一 个 有 穷 复 数 a, MEARE 
数 不 取 一 个 有 穷 非 零 复数 5 的 情况 ,建立 相应 的 正规 定 则 . 


4.3.1. ARE 


为 了 获得 正规 定 则 ,我 们 先 证 明 
定理 4.5. 设 函 数 f(x) 在 |z| て R ASH. EAA 
f(z) 20, (PG) 1， E IO) 0, 则 对 于 0 过 + 二 R 有 


+ + + 1 
T(r f) < Cy flog fC0)| + log*|f?C0)| + log TON) 


+ logt > + kgTR + logt — 2 - ト (4.3.1) 


证 ， 对 f(x) 应 用 定理 4.3 有 


rep anle rn 人 + ft) 


+ log 


OCF”? C0) 一 1 
KOUM ED | + tg 


应 用 引 理 4.3 


a) 
m (r, た だ) < + log Tlog + + 


1 
lfc, > 
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= +t log? 1 + logtp + log*T(e, 站 CQ =, 上 十 1). 
-一 r 


(k+1) 


XF m(r, ET) 由 引 理 1.3 有 


が し 10 + 4log*logt 
m(r, な ーー) < 0 + 4iog log 


l 
#0) 一 1 


+ 2logt 1 + 3logt 1 + 4logtp’ 
r p 一 7 


+ 4log*T(p’, FV — 1). 


TW) <m (o, i) + (+ DTC, f)» 


,_ Ptr 
取 p 2 ， 则 


1 1 1 
ーー + logt — + logt -一 一 
0 の | の p 一 P り 


+ logtp + SlogtT(p, f) + Ce 


4logtT(p’, が の) < logtlog* 


1 1 2 
+ logt — + log キ ーー ニー 
11€0) | r 2 一 了 


十 logtp 十 SlogtT(p, f) + Cy. 


< logt logt 


于 是 
ャ log t+ 1 
T Cr, f) < {log IfCO)| + Ca log tog OU 


1 (D(0) 一 1| + 4logtl ーー エー 

+ {log it (0) — 1| + 4log*log* Tf! (a) — 1 
1 + 

+ log C0) | + Ce {log 

+ logt ーー + log tp + log*T(e, か + i} 
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。 1 
< log*]/(0)| + logT PC(⑩)| + 5)| 


十 ca(log* 工 十 log+R + 1) + Culog* 
r 


p—r 
+ C,log*T(p, f). 

Mr SE hj, logt 一 < logt 之 ,应 用 引 理 2.4 消 去 项 log+7(p， 

从 , 即 得 定理 结论 ， 当 ;< 时 ,由 7(r, 放 < 了 (Z, 1 也 可 

得 到 定理 结论 . 

4.3.2. Miranda 定 则 


现在 我 们 应 用 定理 1.5 来 证 明 下 面 的 重要 定理 ,由 此 易于 导出 
著名 的 Miranda 定 则 , 

定理 4.6. 设 在 |z| <1 内 f(z) 全 纯 , 并 且 
f(z) 0, fC) 1, 着 在 lz] < 上 存在 zo 使 Kl <1, 


RUE |2| ミニ 上 一 致 地 有 IE) < Cx 
证 ， 我 们 区 分 两 种 情况 . 
G) 在 jz| << bea 
k 
>) 1 @ | > 1, (4.3.2) 


这 时 再 分 为 两 种 情况 . 
CD 在 jz| < È HEA GO| <1, 定型 结论 显然 成 立 . 


(12) 在 |z| <5 AEA nE >L RIER 


在 sg 上 存在 使 (a)| 二 1. 
由 (432), 在 jz 一 和 | < bw 
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于 是 当 o<r<e < NA 


m る うぅ + < 5 m (7, 22> だ ) + log (Rk + 1) 


i=0 


< Ci {1 + logt} + logt ーー 
+ log+p + logtT(e,275 n} (4.3.3) 
由 ]fCz2)| = 1, f(z) キ le] < 1) 与 (4.3.3) 得 


f 1 f i’ 
T(r, 225 Í) = T\r, 229 +) = m\r, る 2 ぅ 7. 
+ + 1 ot 
< C, jl + logt — + log 一 一 一 十 logtp 
r 9 — r 


+ og*7(e。 の も 


皮 用 引 理 2.4 消去 logT7(p。 22, 力 ,不 难得 到 


1 + log テ ーーーー 
T(r, z2, Í) < Cy うー . 
32 


i T (2. nat) < Cre 


1 _ Lape ang 
注意 到 lzl aT |z si ミー 内 FS 


1 
1 u(t, \< Cy 
og a! k 
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k 
(2) 在 |z| < L 上 存在 n D PGL 


在 |z| =È ERAT EIEI 一 max 10|. MERE E 
=F 


2, 与“《。 这 时 又 区 分 为 两 种 情况 . 
(2.1) tet LEA [PG] <1. 
在 此 情况 , 对 于 zz と 上 的 任意 点 > 有 


HL SPDT の Hg 


< Pa] + 1, 
ID Ca | + LO の Hg 


< JC] + P) + 1 


ee se 


le Gl + SIOL lal < 2 PG +1 


HOI < > Ce) | + 12 
于 是 
M( 7 ) < u(t, /) <2. 


(22) tt LE OP @)| 之 1 的 第 一 个 点 为 oT 


3 
ll そそ, If — al <> (4.3.4) 


以 及 
Gal > 1 
而 在 ga LAP) | <1. Gy 可 能 与 を 3 重合 ) 如 同 (2.1) 
的 情况 有 
HEDI <2, eC] <2, 
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在 |z — 2] <2 内 , (Sot, 且 f(z) * 0 以 及 
f(z) oe 1, 应 用 定理 45, 对 于 0 < 一 = 有 
T(r, za f) < Cx {low |1Cz4)| + log* 17°C) 


1 2 
+ og テーーーー ニ ーーー + log —“—]. 
TPG 3 | 
4 a 
因此 由 (C4.3.4) 有 


log 4( 一 。 1) = log HOI 


う 3 
<2 ` (3 7 ) < | 
= ーー a ぐ 4 ぅ . 
5 3 g“ t 
8 8 


定理 4.7. 设 .多 ARDN-T+SARBRR. 大 在り 内 , 多 中 
毎 條 函数 Kz) 不 取 0, 其 & 阶 导数 GAR WF ED ARIE 
， 规 的 ， 
证 .我们 仅 须 证 明 . 多 在 D 内 每 点 都 是 正规 闻 ， 任 取 we 也 ， 
则 存在 相应 的 正 数 8。 使 得 |z 一 zol < 5 BDA. 
对 于 .多 中 每 个 函数 f(z), 令 
AD = Katan, 


AG) 在 | 二 1 ASH EAO Pel MRE 
jz 一 zol < È LEE m tE ICa) < 时， WE |e] そ ニ 上 相 記 


地 有 n lal <E EIA で 1 应 用 定理 4.6, 在 |:| さ エ 上 
ー 致 地 有 の | < Cy 即 在 lz 一 zol < 上 ー- 致 地 有 KOJ 
< Cries. 
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TEET PETRA IG), Ele 一 mo] < È bR AHH 
AD] <C,d, 或 者 一 致 地 有 O > ak. 从 而 对 于 .多 中 的 
任意 函数 序列 (jz)), 在 |z 一 z| < È ERE.) —-BAR, 
吉首 存在 了 序列 Cae)» HB BOKER. 于 是 多 在 lz 一 zl 

内 正規 


Pi RF 丸 域 り 内 的 一 介 全 印 函 数 族 . EEDAN, 多 中 每 
个 函数 f(x) 不 取 一 个 有 穷 复数 a, RASH PO OAR-TA 
和 穷 非 零 复数 b, WF EDA ERM, 

定理 4.7 的 正确 性 首先 由 P. Montel 提出 ,F，Bureau 给 出 了 
部 分 的 证 明 ，1935 年，C，Miranda 外 给 出 了 完善 的 证 明 , 所 人 羽 通 常 
BRAY Miranda MJ. Miranda 原来 的 证 明 相 当 复 杀 , 这 里 的 证 明 
则 比较 简单 ， 


$ 4.4. 结合 于 导数 的 辐 角 分 布 


4.4.1. 基本 定理 . 


如 同 G. Vahron 的 基本 定理 (定理 3.3), 以 .下 将 建立 一 个 结 
合 于 导数 的 基本 定理 . (参阅 张 广 厚 巴 )， 

引 理 4.4. 役 函数 7(g) 在 | < RC 二 00) 内 亚 纯 .车 10) き 0, 
oo, が (0) = 1, (0) SO, MHF OKT <:R 有 


T(r 1) < Ca [ N(R, f = 00) + NCR, f= 0) 


+ NCR, f® = 1) + logt!f(0)] lo は RC0)] 


1 1 
十 -~ 十 一 十 
十 log PT9CO)| + log + logt? 


+ logt 2 | (4.4.1) 


R—r 


由 定理 4.3 出 发 ;类似 于 定理 4.5 的 推导 即 可 证 明 这 个 引 理 . 
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定理 4.8. 设 函 数 /(z) 在 jz| < 1 内 亚 纯 . 若 
nCl,f=0)+nl, f= oo) 十 176 =1)<N, (4.4.2) 
则 对 于 任意 复数 a 有 


n (3p 5a) < Ca {N+ oe Te 


+ log*log*|f(2*)|b. (4.4.3) 


这 里 |1z*),al 表 示 f(s*) 与 4 的 球面 距离 ,s* Ele] < > 内 的 一 
点 , 且 


# ロイ ナー) 


1 (1 ,f=0o) 
“> (i 
ii | > ， 


ER (2 一 1,2,.……,n(l， f= <0) He HC) tele | <1 内 的 极点 . 
证 . 在 上 s|<1 内 以 alp = 1,2,…, aC, f 二 0) 表示 f(z) 
BER blg =l, 2, …。z(1。 f= oo)) 表示 f(x) 的 极点 ， 
TACs = 1,2, -7-, 01,  =1)) RAR fC) 一 1 WEA, 
根据 Boutroux-Cartan 引 理 ,对 于 任意 点 2,= PRA 


n(1,f=0) n(L,f=o) 


I ls — apl» I] lz — Bal» 


atte) 


Jz ーー r,| 
者 大手 (ユー -) ,至 多 除去 有 限 个 小 加 ,其 半径 总 和 不 超过 -3 将 
这 些小 图 的 总 和 记 为 (7). 
区 分 两 种 情况 . 


(1) 在 |z| < 7 LEECHES 


k 
っ) の (| > 1。 (4.4.4) 
i=0 
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由 于 (7) 中 诸 加 直径 总 和 不 超过 t PEFEA z ll 


さっ > ač). 在 ls 一 zol SS be 


> 


PDJ 1 
| KK HON 
因此 对 于 0<* <p<< 世 得 


k 


m(r, Zos +) < > m(r, Zos だ ) + log( ん 土 1) 


<C fı + logt = 十 log+ ーー 


+ logtlogt 


1 + 
Kaeo] + log 7(p。 20> p}. 


alr, 2y1/f) 
(っ Zos +) = log—— ーーー 


I | zo 一 az 


lap- zo lr 
palrto N Ia — a | 
= log ee <Nlog(800¢), (4.4.5) 
[zo 一 a, | 
p=1 , 
便 有 


1 
T (r zo +) <C, fy + logt— + logt - 
r 


por 


+ log*T (ps 205 f) + log+log+ 


Ke | | 


<= Cr fy + gr 一 + loggt テー 


+ log*T (0, 205 4) 十 logtlog* | /C2o) | 


+ log tlog*: 


or 


(o<+<p<3) 
32 


应 用 引 理 2.4 消去 log+7 (p, zo +) pas 


T (r Zos +) < C,log*log* 1 


so) 
+ Cx ly 十 log+ 一 + log? - 2 十 log log Cs. 
37 7 
于 是 
T(r, zo f) < log* (so) 
+C fn + logt} + logt 3 2 十 lcg og* | (a0 ||. 
r 
zT 
从 而 l 
n (4, zw f= a ) < ーー らち ao f == a) ん 
16 5 yw t 
] 64 
oO ーーーーーー 
g 
16 


< 1 N(Ž, zo 1 ) 
5 \64 f —4 
4 


1 5 
< og 5 17 G を 0> 7) + logt | 
4 , 
+ log2 + log tt 
Ke の 一 al 
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<1. 


Lat iog* |fCz log*|a| + 1 ーー エキ 
mal Keol+ lost lal + log To 
4 


+ CN + logtlog* | f( 20) D}. 


注意 js| < aF le — zol <ZA, 以 及 对 于 任意 两 个 复 
数 Vy Y 有 


logt |x| + logt}y| + log 一 < log ーー 
jx — y] lx,yl 
因此 
1 1 . 
n (お 了 一 a) < Cr {x + log Esr + log*log*[/C2s) I}. 


k 
(2) 存在 点 xy lal < L, sie(?) 使 eD <1. 
j=0 


EER <] =~ | <= AHEBAls 一 | =p 与 (7) 
无 交 . M 
f(t) | = max 1G). 


FABRE ee ms BC, 過 ( ヶ ) 中 的 小 図 , 则 以 相应 的 弧 段 普 代 相交 
PBA OHA L. TUER LUKENE a. 
(2.1) ELERES PPO] <1, 
这 时 对 于 工 上 任意 点 * 有 
YO < [Gd] +1, 


1 


k 
WOL D Ce) 1 +1, 
=k- 


nm 


に 


HG) < 2 1 G) +1<2. 
从 而 
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m(ps 213 f) < log 2。 
名 同 (4.4.5) 


N(p, Zis の = log 


prea 有 


|z1— pal 


Boal? 


rzh ER ーー Bal 


ーー < Nlog (800e). 


于 是 
T(ps zs f) < CN. 
因而 对 于 任意 复数 * 有 


n (4, る 15 ! ー) s 1 N (2, Z139 1) 
4? foa 2 チー< 


< ITC, zl J) + logt]a| + log2 + log 


1 
log 2 IO 一 | 


<C( N+ log 


1 
| 成 xD， T) 
Blci oF Iz 一 | <E 内 。 ak 


i 1 ol 
<) 
(2.2) 在 工 上 从 点 z1 向 4 移动 时 使 110(z)| S 1 的 第 一 个 
点 为 る 2。 当 E+ Ca) 之 1 时 则 到 を 2 = Zle 于 是 


[f° P Caz) SL (4.4.6) 
而 在 L 上 由 和 至 a UR PO G@)| <1. 如 同 情況 (2.1) 可 得 
[aD] < 2 PC] <2, (4.4.7) 
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记 4 二 |t—2). HEIL! <i += m9 
lz =z] <4 + aTe] <1, f(z) 在 |z 一 a1 <d+ 
内 亚 纯 , 且 


1 1 
"(d+ ,sf = 0) tat sf— 0) 


+n (2 + Š» zz が 6 = 1) <N, (4.4.8) 


応用 引 理 4.4, 由 (4.4.6) (4.4.7), (4.4.8) 5 se(y)。 当 0 テニ 
1 
a+ win 


TCs zi f) < Cy ÍN + log 


| 
d + エー r 
16 
EH |e — z| <a + 上 应 用 Poisson-Jensen 公式 ， 并 注音 


22ECY ) 有 


1 x 
log 7 の | ミーーーーー rha + yom) 


+ Dd) bog — < CN., 


1Bg—2,\<d HR [fa — zal 


从 而 
mos zis 1) < CWN. 


如 同情 况 (2.1) 也 可 得 到 


1 1 
o(4, Ay) < ee ( + be 


TET) 


4.4.2. 应 用 
现在 我 们 将 定理 4.8 致 用 于 讨论 亚 纯 函 数 的 辐 角 分 布 问题 . 
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定理 4.9. 设 帮 2) 为 一 整 函数 ,级 ぇ 为 有 穷 正 数 , 则 必 存 在 从 原 
点 出 发 的 一 条 半 直 线 B:args 一 6(0 << 2r)， 且 有 下 述 性 质 : 
” 落 & 为 任意 正 整数 ，ac，8 为 两 个 任意 的 有 穷 复数 E.8 AAS, N 
对 于 任意 正 数 s 有 

ign Log intr 6, Es f =a) + alr, Oy e, (V = BF _ ん 
+ > log r 
i (4.4.9) 

这 里 如 同 3.3.3 节 中 的 记号 , nx(r，6u 8, 一 0) 表示 区 域 (|z| <7) 
(large 一 Go] S e) Eft) 一 oa 的 零点 数 ， n(rs Oo, 65 Ff = £) 
则 表示 该 区 域 上 O 一 8 的 零点 数 ， 在 这 些 零点 数 中 、 重 级 零 
点 都 要 按 其 重 数 计算 ， 

证 。 根 据 定理 3.8。 f(z) 至 少 具 有 一 条 Bord 方向 

B: age =0 (0 < 2x), 

我 们 将 证 明 B RRA ERMA RYE A. 

WAAR WEF EER k N ASER e BoC Bo = 0) 
以 及 一 个 正 数 eo 使 得 当 7 适当 大 时 有 

nr, Oas Eos | = po) + ars Gos Ep FP = Bo) 
<r (r<a), 
考虑 
g(a) = 


= eo 
3 
Bo 


它 仍 为 4 级 整 水 数 ， 可 以 看 出 g(z) 与 f(x) 有 相同 的 Borel 方 向 
因而 C) ABA Borel 方向 .根据 定理 3.11。 存在 一 列 図 
Tj: Je — | < 6;|z;]; lim ls = 00: ， 
、 lime; = 0， atgz; = Oy (7 =1,2,---) 
为 g(s) 的 2 级 充满 贺 ， 即 在 每 个 了 , 内 g(z) 到 任意 复数 至 少 
laln 次 ， 可 能 除去 一 些 复数 含 于 半径 为 5; WR PRE DA sjo 
5 内 ,其 中 lim n; = lim 8 一 0， 
取 
Tj; |e — sl < 326;ls; | G=1,;2 
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当 7 充分 大 時 T; 含 于 角 域 large 一 | < so 内 , 
当 了 充分 大 了 时 ,对 每 个 固定 的 j 置 
= gz; + 328; |2;|z2) 
HO = A Ga 「 

Belt] <1 上 全 纯 , 并 且 

n(1, A; = 0) + n(i, 1 一 1) 

= g = 0) + aT}, gH = 1) 

< nC | | 十 32e;|z;|， Oos Eos f = eq) 

+ (ll + 328;lz;]s Oo. Eos FO = Bo) 


< 2|z;]", 
应 用 定理 4.8 ,对 于 任意 复数 <“ 有 
1 _ a 
a(i hi = GT) 
cc {lest + og M 
MOD 2 G2e, TaD 
+ log tlogt | 4;Ci*) | }. (4.4.10) 
即 
1 oss Jeb Jog 1 0 ———7— 
"Tg = a) < Ca) lal + log ーー 一 
(326;|aj t (326;l zt 
ogt gz} 
+ lots" Ge; lal 上 


可 以 假定 gll 21. AS T; 的 半径 不 满足 这 个 条 件 时 ， 
只 须 代 替 Ti MBBS: |e 一 al] 二 efl] = 一 1. 显然 半径 放大 后 
的 圆 仍 构成 1 级 充满 加 .因此 
1 (326) (2; t 
l8 ry a ーー | < log LGD al" 
(32¢;]2;|)* (32e;]2;|)* 
由 于 g(z) 的 级 为 2。 Bevery, K 
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log tlog* | g(2*)| < G + 1) log |2;]. (4.4.11) 
于 是 


"(Tg =a) < Cy {lal + G +k + 1) log el 


+ log 一 一 一 一 一 一 


le (G7 S; a TEST | 

从 而 除去 一 个 球面 半径 为 ela 的 小 圆 后 ， 对 于 其 他 复 
B a 恒 有 

n(Ti,g = a) < ls | (tT << i), 
当 7 HATO, sos 和 sf 的 球面 半径 都 趋向 于 (， 当 了 充分 大 
时 可 以 取 复 数 a; 不 属于 GUSGUS. 因此 
Ja Tn < aTi g = a) al 

Siro, PBi<cry, 推 得 一 人 矛盾. 定理 便 得 正 . 

对 于 亚 纯 函数 ,我 们 有 以 下 结果 . 

定理 4.10. 设 f(z) 为 于 开平 面 亚 纯 的 函数 ,级 1 为 有 穷 正 数 ， 
则 必 存 在 从 原点 出 发 的 一 条 半 直 线 Barge 一 %(0 <A < 2z ヶ ) 具 
有 下 述 性 质 : 若 有 为 任意 正 整 数 , ga，8 为 两 个 任 孝 的 有 穷 复数 且 
8 不 为 零 , 则 对 于 任意 正 数 s 有 


fim J ta( > 00 85 foo) tnlr On es tmar In ガー の ) 
re log + 
=A, (4.4.12) 
定理 4.10 的 证 明 可 类 似 于 定理 4.9 完成 .但 是 这 时 《4.4.11) 
不 再 是 显然 的 事实 ,而 必须 作 如 下 演算 ， 
对 22) 应 用 定理 4.8 时 有 


nQl,aj=>) nt Ajo} 
IL リー テー 
i 400e ， 


其 中 big = 1,2,3, な ( 1 。 h; = co )) 是 上 | < 1 上 hile) 的 概 点 . 
而 由 Poisson-Jensen 公式 有 


log lg(s わ | 
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< blz] + 2|z;| 


= 3|gj| ー 2IJz;| m(3|z;|, g) 
[Gal ~ Bias? 
+ 


し 
1s Sls) 


K5m(3lz|,g) + Dy oe 一 EL — 


AET laž — の | 
< 5m(3 jz], g) + ajz; l, g = 0) log 6 1 


+ 2 log 


waea lef — bal 
这 里 5 为 gC 四 在 |z| 志 31z;| 内 的 极点 . 
当 |z — big] > 328;|zj| 时 ,相应 的 log 一 一 圭一 -为 负 信 . 


| z7 T bial 


于 是 


1 1 
rE 
bp elz Zij iq laf —b gh <326 51,1 Zj ia 


= > 1 


log 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 

užb [zy + 328; | alif —Ga + 32e;|zi16;a)| 
<n(1, hj = 0) log (400e) 
= n(T;, g = 0) log (400e). 


而 g(s) ERA 1 URRA Fe 
log log |g(2z*)| < CA + 1) log ls; . 


这 样 证 明 便 能 像 定理 4.9 那样 完成 . 
$4.5. Hayman 不 等 式 及 相应 的 正规 定 则 


4.5.1. Hayman 不等式 


在 R. Nevanlinna 的 第 二 基本 定理 (定理 1.3) 中 , 必须 用 三 个 
值 点 的 密 指 量 ( 即 三 个 NARA ER TC, f). 在 $42 中 
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我 们 曾 看 到 这 三 个 密 指 量 中 可 以 有 一 个 或 两 个 用 其 导数 的 密 指 量 
来 代 替 . 1959 年 W. K. Hayman! 获得 了 一 个 十 分 有 趣 的 结果 ， 
他 证 明了 对 于 亚 纯 函数 Cz) ,只 要 jz) 的 一 个 密 指 量 和 bo(z) 的 
一 个 密 指 量 , 总 共 两 个 密 指 量 便 可 界 围 7(7。. 直送 在 没有 引 入 
导数 时 显然 是 不 可 能 的 . 

为 了 推导 Hayman 的 定理 , 我 们 先 建立 

引 理 4.5. 设 f(x) 为 于 |z| < RC < oo) AWA, RE 
为 多 项 式 ， 若 为 一 正 整 数 , 且 

(十 De) JH 
rO = LO i 

则 对 于 0 二 + 二 KR 有 


Wo DSN N+ Nr, ata) 


(4.5.1) 


+ A (し wai) +m (>. £) + log | (4.5.2) 


REMC NER f(z) 的 单 极点 密 指 量 , Na(r。 了) 表示 f(z) 的 
重 级 极点 的 精简 密 指 量 ,No +， ) 表示 1z1 <r 内 が や 
的 零点 但 不 是 が や Cz) 一 1 的 零点 的 密 指 量 . 
E E 是 の 的 一 
f) = 一 一 一 了 十 oÇ), (4.5.3) 


其 中 a0. 于 是 两 边 取 其 ere 


1 Rt 
1—f®(@) = (eu 2 a + の 1) 


= SUM AL + Oe — a). 


(z-—2z ott 
同样 ,在 (4.5.3) 式 两 边 取 其 &+1 阶 导 数 后 有 


+e) 一 ーー 1)! {1+ 0x 一 so)tt2) }, 
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因此 在 se 的 分 域内 有 
giz) = {cue {1+ OCCz 一 so)xt+ }, 


从 而 g(so) = 0,00 ,并 且 g (Ge) 以 so 为 其 零点 , BRAT ん 


对 函数 < ney 应 用 Jensen 公式 , 则 


が (し £)-n(-, £) 
g E 


=m(r, £)—m(r, る るー log | (4.5.4) 


而 由 引 理 1.2, 上 式 左 端 为 
N(r, g) 一 NGCrig) 十 N(, 4) =N (> 4) 


aw (r, RG wl 4) 
= Nu(r， L) -RC s) -7 (r, 1), (4.5.5) 


这 里 Mhr 省 ) 表示 |s| ベッ 上 eO 的 零点 而 不 是 KC) 的 
点 的 密 指 量 
比较 (4.5.4),(4.5.5) 两 式 有 
1 x = L 

No(r, >) SVC。 g) +N (r, = 

(+ 5) Cr, +R ( E 
gO) 4.5.6 
KO (4.5.6) 
Mee) WEAR ALLE, eG) SAME OEE fz) 的 重 极 
As POO 的 零点 和 fC) 一 工 的 零点 处 出 现 。 即 


NC, g) +N(r, +) 


+m(r, £) + tog|4 


< Nor, f) + N (+, wr) + No(s, wa (4.5.7) 
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但 是 Kz) 的 单 级 极点 必 为 gz) 重 级 至 少 为 《的 零点 , 且 不 
为 gz) 的 零点 ， 即 


AN CAS Ni(r， +). (4.5.8) 


综合 (4.5.6),《4.5.7),《4.5.8), 便 证 明了 引 理 结论 . 
定理 4.11, 设 f(z) 为 于 |z| < R< œ) AWA AR Ket 
化 为 多 项 式 ， 若 为 一 正 整数 , 且 
0) = 0, 005 の (0) Ae 1; fFtPCO) A: 0 
WR 
Ck t IEG) — 1) — CR + RO 0, 
则 对 于 0 二 + 二 RR 有 


Mr, の < (2 +4)u(r, +) 


十 (2 + aye (>, oq) + SC。 の 。 (4.5.9) 
这 里 
S*(r,f) = (2 + 2) m(+, E) 


fv — 1 


+(2+ +) Cals =) +m(r, =) 


1 ptt 1 IOG — 1) 
二 二 mr tr) 十 4 十 (2 二 +) og KECO) 


FGO) — 1) | 
CR + DFO COC CO) — 1) — Ck -- 207 PCO 
(4.5.10) 
证 .f(z) 的 每 个 重 级 极点 在 Ne, D 中 至 少 才 算 两 次 , 而 在 
NCG, t) 中 仅 计算 一 次 , 故 
Me P SNC か 一 MO の 
< T(r, f) NC, f) 


1 
+ — log 
k 
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<N(r t) + NT -) 


一 im a) + srs), 


其 中 | 
S(r, の = m(r, =) +m (>, = + mr, i) 


flo FCO) — 1) 
Jo) 


+ log 


| + flog 2, 


应 用 引 理 4.5, 
NCG, DD =Ny(7,f) + Nolr, の 


EC た た コト ば we =) 
rl) + m (rs £) + tos E} 
c(i iJin (at) E Rf) 
=N as) + SCD} + HR (r et) 


TRAG £) + log £0 II |， 


g(0) 
其 中 gle) 由 (4.5.1) 给 出 . 
在 Milloux 不等式 (4.2.9) 中 , NCO, 有) 用 上 式 取代 即 得 


Ts <(2+4)N(, +)+(2+2) 


em 計り er 


+ (+ 


这 里 
sw の カー(2+ +) SC, 1) 


el 


由 ge 的 表达 式 (4.5.1) 有 
を (の Kt DEG) (kt DERO, 


g), fE CE) fCz) l 
从 而 
g(0) 
log “iro 
f*CO)G*(0) — 1) 
1) — (k + 2 が 7 Om ` 
由 
gt) pE) fet Ce) 
ES < (k + 2)( FR g) + ROG) 1 ) 
得 
g - fate が リー 
m(r, £) < m (r fs) tm (+ je ーー ) 
+ log(k +2) + log 2. 
于 是 


A fal pray) yl fen 


+ (24 b)m(r, P) (244) ni E) 


1 OC”) — 1) 
+ (2 + +) oe が KTD(0) 


FGP 一 1) | 


DOT) — 1) =F DOP 


+ T loa C2 十 4) 十 (2 十 qe 


由 于 
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; log (2k + 4) + (2 4 +) lon? 


< log6 + 3log2 < 4, 
这 便 证 朋 了 定理 结论 . 
系 . 设 /f(z) 是 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函数 , 则 或 者 が る) 取 毎 人 
有 穷 复 数 无 穷 多 次 ,或 者 对 于 所 有 正 整数 《，fo(s) RETA AE 
4.5.2. 亚 纯 函数 的 一 个 正规 定 则 


Hayman 曾经 猜测 相应 于 定理 4.11 的 正规 定 对 应 该 成 立 ， 最 
HAMS 已 经 成 功 地 证 明了 这 个 结果 .这 里 我 们 给 出 一 个 较为 
简单 的 证 明 . 

引 理 4.6. 设 函 数 人 (の 手 lz| < 1 内 亚 纯 ,县 f(x) = 0, (C2) 


< 1， 则 在 |z] < 二 AREER NO] < 1 或 老 恒 有 


ュー 
の 1 ~ “8 
证 ， 区 分 两 种 情况 . 


k+1 
OÆ je] <4 内 恒 有 > PO] >. 
j=0 
这 时 又 区 分 为 两 种 情况 . 
(1.1) 在 lz| << Ase IO] く 1 RHEA | | 
> 1. 这 时 引 理 结论 显然 成 立 . 


(12) 在 |z| < 古内 存在 使 1KzD1 一 1 
_. 3 
由 于 在 js 一 zl ca 


(る) 
i1) 


3 


TS 


和 e {4{.» 


FEY <r <M 


m (7, Zis +)\< Sim (し Zis £) + log 4(k + 2)。 


由 引 理 4.3 估计 m (r, zis F), 再 应 用 引 理 2.4 消去 出 现 的 的 项 


log*T(p, Zi» の 可 得 
l 5 1 
T (2, Zi» +) < CE 
因此 
log M と 6° Zi» +) < Cy. (4.5.11) 
ba 


log M (+, 4) < Cr. 


OE lel < 于 内 存在 点 使 之 1 が の GDI < 
再 区 分 两 种 情况 ， 
| QA) le] <A REA PPO] < 十， 于 是 在 lz| < エ 
内 有 


R 
MOIES Da lf (e) + foo <1, (4.5.12) 


(2.2) 4 [21 <4 内 存在 使 | > LUA 于 是 在 
izl < 一 内 存在 点 z 使 
G] =, 


且 在 zm EA | < 因此 对 于 an 上 的 任意 点 x 有 
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IP の IS CD + | が eK | 


1 5 
< JFR トー ご ーー. 
= 7 (22) | 16 16 


Kd < D D + |f, GD 
G 5 
< See +t < 
这 时 又 区 分 两 种 情况 . 
(2.2.1) ENa) テー 


tle- sl ミ ァ (0 < ァ ー 2) 内 对 于 f(z) 应 用 定理 4.11， 


T(r, z3 N< (2+ 4) mr ーー +(2+4) 


が や ー 1/ 


«(afro Beale 


1 が すう 
+imlr, FS) + 4 


TY GGG) 一 
+ [2+ Fl BOs) 
JAA aN Cas) — 1) 


i 
k 


+ 


log | ————— 4 Sar . 
X bog TOE eG 1) (k F Ra 
取 0 < メ <〆< ゥ < ニッ ター テーー. 对 于 


2 faery が 4 
(2 + 2) m (r. 235 a) < 4m (>, 23; 5): 
1 fren fier 
ra し 235 a) <m (- 235 Cia) 
应 用 Nevanlinna 引 理 进行 估计 ,分 别 出 现 了 16 log* Te’ > 235 f'®) 


® 143.5 


与 log* Te’, 23, 40). 再 由 
l6logtT(p’, 23, f®) 
た 


< 16log* [Ck + TCp’, zs, f) + pe nF) 
< lólogtT (p, 23, f) +m (0, 235 £) + Ck， 
4log*T(’, z3, 7) 

< 4log+ ja 十 2)7(p' z3, f) + mle’, z3 Eo) 


, , (k++1) 
< 4log*T(p > 335 の +m (6 9 235 7 f ) + Ch 


有 


T(r, a DD <C, {1 + logt È + logt —1 
r p — t 


“ 1 
+ logtT(p’, z3, A} + 16log+ logt 一 一 一 -一 一 
(3) ーー 1 | 


+ 4log tlogt + (2 + +) toe KEDI 


1 
げ せ DCs) | 


+ ?log GST + (2 + 2) log I 23) ー 1 | 


+ 1 tog ONOONO 1  _ 
を o [k t EC GEC) 一 (えー 2 が TU(s。)| 
f® 


+ (3 + +) [m (2 る 3 ぅ En +m (2, $3» F J}. 


ヽ 


对 上 式 右 端 最 后 两 项 应 用 引 理 4.3 得 


T(r, 239 か + log Tr 
る 3 


<C, fi + logt + + log+ > + jog+7(p。 z3, pD} 
—r 


e 14$ o 


+ _ 1 ーー 
+ 十 +) 08 \#Cz3) | + Clog logt Tit) 
2 1 
+ (2 + 3) log | f'® C23) — 1 | + 161og+ logt Tela — 1] 
+ 2 log 1 — + 4logt logt + 
id CDA | fin (Cas) | 
1 1 
+ 一 1og 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
Rk” [CR A LDF RP Cas) GPC — 1) — CR 2D RECs)? 
即 
T (z 235 +) < Ck fı + log* 二 + logt ーー ニー 
+ logt T (o る 3 ぅ +) + log* logt |f (z3) I} 
2 `N 
a (1+ 4 )log* lKa] + (2 + £ )low* IPPC) 
1 1 
3log t 一 一 一 -一 一 一 十 一 
CT 
X log oo d óA 
|( DD Cas) (zs) 一 1) — CA + DC | 
回忆 l 
17 Cea) | <? =, fC | <=, JARO Cas) | 一 一 
WR 


[Ck + DAC C23) — 1) — CR + DDC) 
~ 十 1 R+2 FRAPS 1 
Z 4 16 16 4 


> 


于 是 对 于 0<r<e<2 8 


ア 


1 1 1 
了 (> る 3 ぅ *) < Cy fı + logt ー + logt ューー 
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+ log+ 了 (6, z3, +). (4.5.13) 
再 应 用 引 理 2.4 消去 lg*7 (p, zs, 十) 得 


1 1 
r(t, B35 4) < Che 1 
从 而 
1 1` 1 

u(4, t)<m(4 aa Se 

(2.2.2) 5)| < >. 

这 时 又 区 分 为 两 种 情况 。 

(2.2.2.1) 在 1z| < = AEA [f(D] < 于 是 对 于 


[sl < 二 内 的 任意 点 < 有 


k+1 
HO < EP + | reo | <1. 


(2222) 在 |s| < 二 内 存在 点 “使 KCz)| 一 ， 且 在 


i 
2 
zzz 上 恒 有 |F) < 了 —. 因此 


Fred < Je 二 || ro の as 
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以 及 


5 3 1 B 


< ぇ + 2. 


k 
HEDI < > 


ORRE GRO 


FEI) 一 1| > +, 从 而 


[CR + DC F(a) — 1) — Ck + Bf) 


kti_ 3y 7k22. 5 - 
> 4 (+2 (る) 64 Ts 


这 时 如 同情 况 (2.2.1) 可 以 推 知 bg M (E, +) -< Cx 


从 引 理 4.6 立即 有 顾 永 兴 的 正规 定 则 ， 
定理 4.12. 设 F AMD 内 的 一 族 亚 纯 函 数 ，8& 为 一 正 整 数 ， 
a,b 为 两 个 有 穷 复 数 且 2 不 为 0. 若 在 の 内 対 二 多 中 任 一 函数 
fie) 都 有 が z) sa, fC) eb, 則 在り 内 正規 . 
定理 4.11 与 定理 4.12 分 别 是 模 分 布 与 正规 疾 方 面 的 结果 ,与 
其 相应 地 我 们 可 以 提出 辐 和 衣 分 布 的 间 题 ， 即 
设 作 *) 于 开平 面 亚 纯 , 级 4 为 有 穷 正 数 , 是 否 存 在 一 条 从 原点 
发 出 的 半 直 线 argz 一 6(0 S 6 一 ?=) 具有 下 述 性 质 对 于 任意 
ER e, 所 有 正 整数 不 以 及 任意 两 个 有 旁 复数 a, bX 0) 有 
| lim log {n(r, 0, E} = 2 + nlr, 00, €, FP = b)} = 2 
° (4.5.14) 
看 来 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 , 但 是 村 解决 它 相当 困难 只 
有 在 无 穷 级 时 应 用 G. Valiton 的 一 个 方法 不 难得 到 证 明 . 
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BEE 亚 纯 函数 的 重 值 


在 亚 纯 函 数值 分 布 论 中 ， 重 级 值 点 的 影响 如 何 是 一 个 重要 的 
课题 , 曾 为 C. Carathéodory, P. Montel, G. Valiron, 4. Bloch 等 所 
注意 , 并 获得 一 些 有 趣 的 结果 ， 在 R. Nevanlinna 的 第 二 基本 定 
理 中 , 包含 了 重 值 密 指 量 一 MO) 可 以 用 来 讨论 重 值 问 题 , 已 如 
第 一 章 $ 1.4 所 述 ， 现 在 我 们 进一步 研究 亚 纯 函数 及 其 导数 值 分 
布 中 重 级 值 点 的 影响 . 


$ 5.1. 涉及 重 值 时 的 模 分 布 
5.1.1. 拟 Borel 例外 值 


设 函 数 1(z) 于 开平 面 亚 纯 ，a 为 一 任意 复数 ，/ 为 一 正 整 数 . 
Dn (rs E) R fines f= の 東和 Cy の) BALA] E 
f(x) 一 a 的 重 级 不 超过 ! 的 零点 数目 , 且 重 级 零点 仅 计 一 次 ; 以 
m+ (>, ェ ーー) 或 gm(7 f= a) R nunl r DRR Sr E 
f(z) 一 a 重 级 大 于 7 的 零点 数目 , 重 级 零点 也 计算 一 次 。， 相 应 的 


密 指 量 记 为 Nor, j 二 ~) 或 Nrs f =a) 或 Ndr, a) 以 及 


Ran (r, H) R Nantes f= 2) R Nurs a). SERE 


ナー a 
ー ) nani rs ーー ) 


mo (rs A=) 5 vanl ーー See AE EO, 


a 
定义 5.1. 设 亚 纯 函 数 f(z) 的 级 1 为 有 穷 正 数 ， 复 数 a 称 为 
fo 的 2 级 拟 Borel 例外 值 , 如 果 
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量 相似 的 ， 我 们 还 采用 记号 mor 3 


Tim Em & 7, (5.1.1) 
im log r 
引 理 5.1, 在 上 述 记 号 下 ，4 是 fs) 的 一 介 1 级 拟 Borel 例外 
值 的 必要 县 充分 的 条 件 是 
lim log Nn(r, a) 一 1 


Tm log r 


(5.1.2) 


证 ， Ho f(z) 的 一 个 1 级 和 Borel 例外 信 , 则 存在 相应 的 
数 。0 で で 4。 使 当 ァ > ro 时 有 
が (7。 a) < rr, 
于 是 
N,, Cr, a) = Ni,Cro, a) 十 | anli, a} dt 


< (zo。 a) + PE 


Em ー log NnCr, a) <r<i, 
to log r 
反之 ;如 果 (5.12) 成 立 , 则 当 r> ro 时 有 
No(r we) <r’, (<a). 


于 是 
m(r,a)= ka io ; 
log 21 
(2 の * 
< ーー っ 2 < 。 
= log NpC ケッ a) log 2 
从 而 


Hm log 7 (7, a) <r<i, 
Fo log 7 


定理 5.1. 设 f(z) HF PALA A EREE. a,(v 一 1， 
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2 q) 为 一 组 互相 判别 的 复数 ， l, > 2(> = 1,2,.….， q) 为 一 
组 整数 . 若 f(z) 以 av 一 1,2,°°-, Qa ly— 1 级 拟 Borel 例 
外 值 ,由 


> -+)<2. (5.1.3) 


证 ， 当 8g 所 2 时 ,(5.1.3) 式 是 明显 的 . 
x qg 之 3 时 ， 对 于 f(z) 与 a,v = 1,2, °°+, q) 应 用 R. 
Nevanlinna 第 二 基本 定理 则 


(2 一 2)7C。 の か ZR (>, = ) + O(log r), 


ay 


注意 到 


F (r jaa) T Mah jaa) + Nal “a 


以 及 


则 
ー 1 ルー 
(> f- z) l, n(n f z) 
1 
+ LN, (r, L ) + Na, (rs ) 
ナー 4, ん — ay, 
ルー1 ( 1 ) 1 1 ) 
< を N ~ + ー 3 ・ 
>o ps ナー 2 ly V ナー a 
< な 一 1 Np (し 1 ) 十 4 T(r, f) + 0(1) 
ん ナー a, l, 
_- (vy = 152 ーー) 9). 
于 是 


ーー ) + OCbgr). (5.1.4) 


因为 (AY av = 1,2, 9) 为 i, —1 HA Borel 例外 . 
値 根 据 引 理 5.1,(5.1.4) 式 右 端 的 级 小 于 A. FRA TC. の 的 
系数 不 能 大 于 0, 从 而 有 (5.1.3) 式 ， 


R. ASERTA f(z) 的 7 级 拟 Bore 例外 值 的 数目 不 
超过 AN, 特別 地 。 f(z) 的 单 级 氢 Borel 例外 值 不 超过 4 
个 ;二 级 拟 Borel 例外 信 不 超过 3 个 ;三 级 拟 Borel 例外 值 不 超过 
2 个 . 


定理 和 系 中 的 结论 是 精确 的 ， 例 如 ! 1 時 考察 品数 
一 | — Z 
hva A — er) 
其 中 2 是 満足 <p <1 的 实数 . 这 个 函数 将 上 半 平 面 共 形 映 
RTE, 其 逆 z = S(t) 是 椭圆 函数 ， SCE) 年 四 修 重 値 tl, 


士 二 .这 四 个 值 便 是 SCZ) 的 单 级 氢 Borel 例外 值 . 


(5.1.5) 


当 f(2) BAM, (vy 一 1,2，……，9) 为 一 组 互相 判别 的 有 
穷 复数 时 ,类似 于 (5.1.4) 式 的 推 近 有 
1 
ナー z) 


(4 ー ュ ミー 2 +) T(r, p< armenia (>, 
+ O(log ヶ ). 

定理 5.1 若 js) 为 有 穷 正 级 整 函 数 ， 以 判别 的 有 穷 复 数 a, 

=1,2,-+-,¢) 3% lp 一 1 MW Borel 例外 值 , 则 


D-H 


v=] ^ » 


特別 地 。 f=) ABM BRU Borel 例外 值 数 目 不 超过 2 如果 
fo 以 某 有 穷 复数 a 为 二 级 拟 Borel 例外 值 , 则 除去 ao 外 f(z) 没 
有 有 穷 的 单 级 拟 Bore 例外 值 . 
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G. Valicon? 曾 采 用 较 巧 妙 的 方法 证 明 过 定理 5.1", 


5.1.2. 涉及 重 值 的 气量 


设 が る ) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函数 ， 2 为 一 焉 整数， 相应 于 
通常 的 亏 量 ,我 们 引 人 
5 1 
ーー Np (7, ナー -) 
8)(a,f)=1— lim 


や T(rsf) - 


(5.1.6) 


TRO Ssa, f) <1. 


若 av= 1,2,…, 9) 为 4(>2) 个 互相 判别 的 复数 ， 如 同 
(5.1.4) 式 有 


q rr 
し ? Ti) "1) 
Lows 1 . 
Tar aa (> jaz) t SD. 
于 是 
= 1 
i q , Np (r+) 224 Serb) i 
(十 1 ,a T(r, f) T(r, が 
从 而 
a k No (rs f--a 
2 nla» p= 2, im 1 一 Tr, f) 
a が (r ーー ) 
<i 2 | 
。 iti SCr, 7) | 
< lim l (2+ T(r, >) 


[+ o SANL 20+1) 
< 一/ (Fm 2 + tim 2B) i 
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定理 5.2. 若 f(z) 为 一 超越 亚 纯 函 数 , 则 由 (5.1.6) 式 确定 的 
nla, 力 具 有 下 述 性 质 

(1) 对 于 所 有 的 复数 < 有 0 入 ila f) <1. 

(2) 使 anla, 力 为 正 数 的 复数 a 至 多 为 一 起 数 集 ,并 且 


Y Ca, PD < ミル (5.1.7) 


LAA a. Bin = 1 时 由 "5.1.5) 确 定 的 椭 
AK z= S) 有 
SCl, S( て )) = 8 一 1, SCL)) 
= 8) (+, CO) = by (-4, s(:)) = L, 
从 而 Esla, SE = 4. 
关于 $ 5.1. 里 的 概念 和 结果 可 参阅 杨 乐 四， 在 该 文 里 他 还 论 
述 了 涉及 重 值 时 的 唯一 性 问题 . 
关于 涉及 重 值 的 模 分 布 , 也 可 以 结合 导数 加 以 考虑 。 例如 我 
们 有 下 述 结 论 ， 
RRA f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 级 4 为 有 穷 正 数 。 又 设 ij, 1,p 为 
三 个 大 于 1 的 整数 ， 若 所 四 以 % 为 i — 1 MH Ford 例外 值 , 以 
某 有 穷 复数 a 为 1 一 1 级 拟 Borel 例外 值 , 其 下 级 导数 Cz) 以 
某 有 穷 非 零 复数 5 为 了 一 1 级 氢 Borel HAME, W 
A ,AtL Ly kay (5.1.8) 
7 l P Ip 
事实 上 Milloux 不 等 式 (4.2.9) 可 以 写 为 
= 1 
7(⑦。 カ の NC, の + N(r, +) 


+ N (r, ーッ ) -N (r っ) + SCr, f) 


<NGD+k+ DR(r， =) 


+ (ray) t SC. (5.1.9) 
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根据 假设 ， 在 在 正 数 e。 使 得 
N (7, +.) = Mr (7> ーー) + (し +.) 
<o) + E TC, f), 


N 1) iw 1 No(r,— 
MC が ーー) Neo (- m=) + Ne 两 = z) 


< olr?) + っ T(r, f®) 


< っ ひと に 5) 十 っ {TC PD + ANG, A}. 
RN いん z. 
(i+ $RD = (1 + 4) RG. D + RC D) 


1+4 
© P 


so( ァ に 5) + T(r, f). 


7 
在 (5.1.9) 式 中 计 及 以 上 这 些 估计 即 得 


~1_k&ti_1_ hl, -ol 
f-t- AiE A)T eio, 


但 是 TC. の 的 级 为 1， 于 是 上 式 左 端 系数 不 能 汐 正 , 这 样 即 得 
(5.1.8). 
当 f 2) Ay BERR BOY JY AT HR i っ の の, FE (5.1.8) 即 为 
+ エッ > (5.1.10) 


eB # k= 1 = p = 4,(5.1.10) 便 不 再 成 立 ， 因 而 我 们 
有 下 述 结论 . 
设 f(z) 为 有 穷 正 级 整 函数 , 则 以 下 两 种 情况 不 能 同时 发 生 
1) (2) 以 某 有 穷 复数 4 为 3 级 拟 Borel 例外 值 ， 
2) 了 f(z) 以 某 有 穷 非 零 复数 5 为 3 级 拟 Bori PIMA. 
更 在 我 们 对 上 述 事实 另外 给 出 一 个 有 趣 的 证 明 ， 这 种 方法 本 
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质 上 是 属于 Valiron™ 8, 

设 f(z) FO f(z) 分 别 以 zx( 关 co) 和 C0, 00) 为 3 级 拟 Borel 
例外 值 ， 以 f(z) 一 a 的 重 级 不 超过 3 的 零点 构 作 典型 乘积 Ple, 
a), Uf) 一 56 的 重 级 不 超过 3 的 零点 构 作 典型 乘积 9(z, の . 
它们 的 级 都 小 于 1。 考 虑 


z7) = Pe,a¥ Q(z, byt") 
FO sa — bP” 


可 以 看 出 F(z) 是 整 函 数 ,由 (5.1.11) 有 
m(r F(t — の ) < 2m(r, P) + 3m(r, Q) 


+m(r, L) + sm {rs A): 


上 式 右 端的 级 小 于 2, 于 是 左 端 的 级 也 小 于 1。 再 应 用 第 一 基本 定 


理 有 
N(r, ーー) そ (ュー 
<m(r, FG —2)) + 0(1). 


BD f(z) 以 < 为 Bored 例外 値 . 同 理 可 以 推 知 f(z) 以 5 为 Borel 
RMA, 但 是 这 与 定理 4.3 的 系 2 相 矛 盾 . 


(5.1.11) 


§ 5.2, 正规 定 则 与 重 值 


5.2.1. AETA 

为 了 寻求 结合 于 重 值 的 正规 定 则 ,我们 先 建立 

定理 5.3. 设 函数 f(z) 在 jz| < R(<oo) 内 亚 纯 , 目 以 9 个 互 
相 判 别 的 复数 a,v = l, 2。・・・ う 9) 为 级 = LC, = 2,v— 1,2, 
…・。 の 的 重 値 . A 
< 1 
Sh -4)>2, (5.2.1) 
E 1C0) = 0, co; 1(0) ~= 0, 则 对 于 o<r<iR 有 
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T(r; 。 $logt og テー エー 
(の の で ce IOI mer] 
+ logt > + log+ 一 R Ly log zit. (5.2.2) 
RE C, 为 仅 依 于 的 常数 (每 次 出 现时 不 必 具 有 相同 数值 )， 
9 一 min {lass oo], lay,» ayl}. (5.2.3) 


ペイ ヒコ クエ マリ axe 


证 ， 我 们 先 设 alr = 1,2,.…，9) AAAA WHO 
5 a,(v = 1,2,*… 9) 应 用 Nevanlinna 第 二 基本 定理 (定理 1.5) 有 


Cg — DTG. < DAs, a 


ーー) す sa の , (5.24) 
其 中 


SCs) = $ tog 160) ~ al + m (rs E) 


ay 


f ーー 1 ogt 上 
+ > m(r, E) + log FO] +C, (1 ge = + 1). 
由 于 F) U a HRl 的 重 值 ,于 是 


N (r, ーーー) <i Nv (> +) 


1 . ogtla o ーー 1 . 
くす {TOD ke ll + log2 + log | 


(vy = 1,2,..., 9). 


对 于 m (+, r I ~) 与 > m (> 7 + =} 应 用 Nevanlinna 引 理 
进行 估计 ， 这 样 (5.2.4) 可 化 为 
{3 (1-4) -2} 76.0< D {(1— Eis C0) — w 

+ tiog log* eps ay} + 人 一 5) log {icol 
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Sloatlogt —1—} + log -+cyfiogr 工 
ee Ty Eo 8 


+1+logtp + logt 上 十 og テーーー + lox* T(o51)) 
r 一 アゲ 


m 
CO)! 


1 + log* To} 
p 一 ヶ 


< C, {log* IC0))] + logt + log* 二 + 1+ log*R 


+ ]og+ Ay logt 
r 


(0 r< p< R). 
应 用 引 理 2.4 消去 log+T(p, 月 , 并 注意 到 在 条 件 (5.2.1) 成 立 
时 应 有 


Z (1 +) 22> 42" (5.2.5) 
事实 上 , 若 4 之 5 则 


q 
U-+)-224-255. 
/ 2 2 


Eq = 4。 则 使 (5.2.1) 式 成 立 的 1 WRAPS heh = 
h=2, h4 = 3, 这 了 时 


(1 一 ++) 2 ニテ. 


val) ly 


若 4=3， 则 使 (5.2.12) 式 成 立 的 h 的 最 有 利 前 数值 有 三 组 。 第 
一 组 是 ly = 2,1,== 3, l 一 Ts 这 时 
こ 1 ー 1 
Dp)? =a 
第 二 组 是 i 一 2, 4 一 4, 4 一 5， 这 时 
> 1 4 
ジー ーー 


第 三 组 是 h= 3, 4 一 3, 1; 一 4。 这 时 


。157。 


や ーーー と 


于 是 i 
TG, f) < Cy {log* |fC0)] + tog* 


+1 


1 
ot 
Fœ Fa 


+ 1 + log È + log*® + log* 2}, 
r R—r 
令 R 一 1,+ 之 二 即 有 


+ 
Crs D < co {lgt IKO) + low 


+ logt + + log 2 ト (5.2.6) 
6 1 一 7 


对 于 0<r < E, Tf) < r(4, i) 易 知 (5.2.6) 式 也 成 立 ， 


E R21, Kfir f(Rz) = gQ), 注意 到 
T(rsf) = T (=, e)» 

即 可 得 定理 结论 . 

当 a,(v = 1,2, > g) 中 有 一 个 为 0 时 ,定理 也 可 如 上 得 证 ， 
5.2.2. EW EN 

我 们 进一步 证 明 

引 理 5.2. REH f(z) 在 |z| < 1 内 亚 纯 ,以 AE = 1,2,°°° Ed 
DAR 之 iC, 之 238 一 1)2) 4) 的 重 值 , 且 四 (5.2.3) 表 出 的 
8 为 正 值 ， 落 (5.2.1) 成 立 , 则 必 存 在 一 个 仅 依赖 于 6 和 9 Ro, 
0<o< 六 ,使 得 在 l| <o 内 或 者 恒 有 HO] >). REA 
7( ぅ る ) | < Cas. 

iE, 命 o， 0< "<< 村 ,为 一 待定 的 数 . 如 果 在 |z] <o 内 
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恒 有 11(2 | > 1， 则 引 理 结论 已 经 成 立 ， 否则 必 在 在 点 x |al 
Ko, 使 得 |Kzo)| < 1。 以 下 区 分 两 种 情况 
() 在 lzl <e 上 信 有 (の | <1. 
这 时 对 于 此 图 内 的 任意 点 zx 有 
HODIS [seo] + (MO | <2. G27) 
(2) 在 jz| <o EEEO > 1 的 点 
显然 这 样 的 点 构成 闭 集 ， 于 是 存在 点 a， 它 可 能 与 n 重合 ， 
ERG) | > 1; 而 在 on 上 人 恒 有 |7(a1 < 1。 因此 
Ia)! al + |) OR <2. 


EHBE lal = Ja, | Co = 2。3。・・・ ぅ q)» 否则 适当 调换 次 序 
Bay, 函数 f(z) 一 a 在 


ls—al<R(R-1—0, i<R<1) 


内 亚 纯 ;以 0 为 级 h BEELA a, 一 a 一 2,3,'…*'，9) 为 级 
=l, 的 重 值 , 并 且 


注意 


10, a, 一 a| = Jay 一 a| > la, 一 ai 


A+ ja al (C+D 


lanzal > las — ail 
“20 + Ja DE 2C1 + Je, DC + Jaj 
= laa (> = 23。…・。 q), 
2 
la, — as a, ml 
* (1+ jam a pDA + la, — a 
Janu 一 4% | lays avl 


>a Eja DE CL + tja H 
(Garr rE ga) 
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1 1 


| = a 0] = bs O 
so G + las = aD CG + 4], PH 
CO 
> La | (vy = 2,3,-++, 9), 
2 
Bp 
min {las — 4,0], Ja, —a,a,, — al} > 2, 
l&r 4 
し イイ ピコ ルト マ / 
gy の 


FFA” f(a) 一 a 0。 œ; fla) キ 0. FEE je> al< RA 
可 以 对 f(x) 一 a 应 用 定理 5.3 ， 


T(rs mf — a) < C flog* |C) — a | + bgt —1 


F(a] 
+ log~ a + logt z + log I, 
4 
其 中 5 由 (5.2.3) 给 出 。 
由 于 la, ol テ 8, 易 见 |a| < +. EHE el< 与 


ry 
IC) > 1 BD 
R 
7( う を 7) < Cass 
其 中 Cos 为 仅 依 赖 于 9 与 8 的 常数 . 
倘若 ”是 f(z) 在 |z al< Ë 内 的 任意 一 个 极点 ， 则 


R 


ーーー 


og <N (2, Zi» f) < 7 (2, 215 7) < Cys. 
jè — z] 2 2 


故 


D Rh f(z.) 一 a0 是 由 于 fz) 一 a 以 0 ARLS 的 重 值 ， 且 げ (gns0 
的 缘故 。 
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ーーー ーー R _ 1 a . 
lb- al > > a (5.2.8) 
如果 預 先 取 o = iT? 则 12) 在 lz 一 sf 和 4c 上 
全 纯 、 由 于 7 マー ニテ 。 le—al<4o 完全 含 于 l-al 
<> 内 . 因此 
ア 7( 4 の 。 る 1 > D ご Cate 
从 而 


log M(|z — | < 20, f) 
< do + 20 
4g 一 2g 
但 是 jz| Sg 完全 合 于 |z 一 s | << 20 内 ,最 后 便 有 
log M( Jz] の で 3 と 4 (5.2.9) 
由 引 理 5.2 ,我 们 有 下 述 A. Bloch 45 G. Valion HEREN. 
定理 5.4. 设 久 为 域 D 内 的 一 个 亚 纯 水 数 族 . 阁 在 DD 内 ,多 中 
的 每 个 函数 都 以 一 组 互相 判别 的 复数 ex(> 一 1。2・… ぅ 9) 作为 级 
>l, WEE HH 


7(4c， る 1 > の < 3C aa. l 


则 多 ERD AA ERK. 


5.2.3. 涉及 重 值 的 Julia 型 方向 


为 了 获得 相应 的 Julia 型 方向 ,我 们 先 建立 
引 理 5.3. HARODE le] < 1 内 亚 纯 ,以 a,(» = 12。・…・ ,9) 
为 级 = LC, 之 2 7 一 1,2,- ar) q) 的 重 値 , 井 且 由 (5.2.3) 表 出 的 


5 为 正 值 . 若 (5.2.1) 成 立 , 则 必 存 在 仅 依 于 5 的 数 og。0 ご > 
使 得 对 于 任意 复数 « 有 
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"(2, f=a \< Cass {1 + log 一 一 - (5.2.10) 


se) ah 
这 里 so 为 1z| 二 1 内 的 一 点 . 
证 ， 按 照 引 理 5.2。 存 在 仅 依 于 9, 5, 使 得 在 |z| <o 内 或 


EAO) >1, REAA] < Cas EB lel < 内 。 


取 点 zo 使 得 feo) = 0, œ, 
若 在 jx| soe 上 和 恒 有 |1(x)| >1, W 


(9 1\_ 
1 (Žo, Zos +) = 0。 
r (Žo, zos f) = kg Ka) 
若 在 jz| <o LEAO] < Cas M 


9 
T(2 o, %, )<c be 
10 o> Í qed 


从 而 


于 是 无 论 在 那 种 情况 都 有 


T(Ž ø, zo f) < log fle) + Cow (5.2.11) 


注意 |z| ミニ z AT |z wl < Éo 内 ， 因此 对 于 任意 复数 


< ーー {7 (So, zo f) + lox" le] 
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十 log + log 2} 


— 1 
|f(z0) — a| 


< Cas 1 1 + log Toate 


定理 5.5. 设 函 数 fe) 于 开平 面 亚 纯 , 适 合 条 件 


tr T(r, f) 

lim =LA = 5.2.12 

in Cogn? (52:12) 
则 存在 从 原点 出 发 的 半 直 线 (]), 使 得 在 以 原点 为 页 点 ア AED 
角 线 的 任意 角 域 为 ,f(z) 不 可 能 以 一 组 判别 的 复 煌 ao = 1,2, 
“ 4) ABR 2l, 的 重 值 , 其 中 ly = 1,2,°°°, q) 为 一 组 正 
整数 适合 条 件 

< 1 

之 (1 一 と ) >2, 

TE. AF 帮 c) 适 合 条 件 (5.2.12) RR 3.5 必 存 在 一 列 充 
满 圆 
Tj: lz — z| < elz] (7 = 1,2,...), 

使 得 在 每 个 T; 内 , f(s) 取 所 有 的 复数 至 少 n; 次 ,除去 一 些 复 数 可 
含 于 半径 为 8; 的 两 个 球面 小 圆 内 ,其 中 £j 6;， = 当 7 趋 于 oo 时 


都 趋向 于 0. 
作 


Pile — < Zelal CG=1,2,..°), 
oC 
其 中 o 为 由 引 理 5.2 确定 的 正 数 ， 


判别 的 复数 a,(» =1,2,°++, DAER el, 的 重 值 , 和 而 且 ly 适合 


の ロー ユエ 
条 件 (1 Ł) >2, 
事实 上 ,如 果 上 述 论断 不 成 立 ,对 于 每 个 固定 的 户 置 
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ニテ ー シ を 。f( の =7( すそ js) 
— 8;|z;| ` 
g 
在 |4| <1 内 FCC) 亚 纯 ,适合 引 理 5.3 的 条 件 ， 从 而 
n| 工 = qg o + TI 
(Z, F )< Cas fi + log Raa 
但 是 


- 
"(Ts R =a) nr faa Brn 


至 多 除去 半径 为 8 的 西條 球面 小園 (yr); 和 (7Y7。 当 了 充分 大 时 

必 存在 复数 a 不 属于 (7)i MOJEG) | テー 于 是 
zj < Casall 十 log 2). 

这 便 推 得 一 矛盾 . 

5.2.4. 结合 于 导数 的 情况 


类 似 于 定理 4.5 及 其 证 明 , 我 们 可 以 建立 

引 理 5.4. 设 在 |z| 过 内 函数 (OSH. Fw 1(z) 的 零点 重 级 
5 >l, f(a) 一 1 的 零点 重 级 均 之 p, 其 中 1, 记 为 两 个 正 整 数 
适合 条 件 


十 っ て 1. (5.2.13) 


AE ACO) = 0; CO) 关 1; ACO) 关 05 WF Or < RA 


T(r, f) < Cy flog” 11(0)] + 1og* PACO)| 


k+1 1 
l 


+ logt + log*R-+log* — 2}. (5.2.14) 
— 7r 


1 
[fit] 
引 理 5.5. 设 在 js| < 1 ARRAIO 全 纯 , 且 f(x) 的 零点 重 级 
HSL PO 一 1 的 零点 重 级 均 Sp, 其 中 正 整 数 1,p 适合 


(5.2.13) ,着 在 |z| くさ 上 存在 点 zo 使 [zol < 1， 则 在 Iz] 
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< 2 上 一 致 地 有 | の | < Cx. 
引 理 5.5 可以 如 同 定理 4.6 得 证 。 只 是 在 情况 (1.2) 时 须 注意 


k 
到 : 在 |z| < EER D PO > 1 以 及 js) 的 零点 重 级 
> ! > 十 1 FEIDE < 二 上 没有 零点 ,从 而 


N(r， a) = (< <2), 


由 引 理 5.5 我 们 立即 有 

定理 5.6. 设 多 为 域 了 内 的 一 个 全 纯 函 数 族 。 若 多 中 每 个 函 
AIDED KERFA 之 1, f=) 一 1 的 零点 重 级 均 2 p, 
基 中 7。 p 为 两 个 正 整数 日 适合 条 件 (5.2.13), 则 多 “在 D 内 正规 . 

R.. 设 久 为 域 D 内 的 一 个 全 纯 函 数 族 ， 若 .FF 中 每 个 通 数 
f(z) 在 DD 内 都 有 

C=, (5.2.15) 

其 中 ぇ > 2 旋 一 整数 。 2 H-AFESER, WHFEDAERM. 


うけ 


事实 上 考察 g) = KaT, (OWRAEDE3IR, HS 


数 gs) 不 取 复数 6， 所 有 的 g(z) 构成 了 域 D 内 一 个 全 纯 函 数 族 
G. 由 定理 5.6 可 知 G 在 D 内 正规 , 从 而 .多 也 基 り 内 的 正規 族 . 
定理 5.6 及 系 是 声乐 张 广 厚 ”1965 年 获得 的 结果 , 系 理 的 结 
论 回答 了 Hayman BWANA, PER = 1 时 系 理 
是 否 成 立 仍然 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 
杨 乐 , 张 广 厚 中 还 曾 把 定理 5.6 推广 到 较为 一 般 的 情况 ， 后 来 
在 这 方面 D，Drasinn， 顾 永 兴 中 都 得 到 了 有 趣 的 结果 .他 们 还 代 
替 导 数 而 考 上 起 亚 纯 函 数 及 其 导数 的 线性 组 合 ,建立 了 相应 的 定理 . 


§ 5.3. 结合 于 导数 与 重 值 的 辐 角 分 布 


在 研究 亚 纯 函 数 的 辐 角 分 布 时 ， 无 论 是 引进 导数 或 者 重 值 都 
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ERRARE. MARARA FES A BE BE RK BY TA 
题 《参阅 杨 乐 13]). 


5.3.1. Vaiiron 型 的 界 围 定理 
我 们 先 证 明 一 个 界 围 定理， 其 中 的 原始 值 作 了 一 - 些 特殊 的 配 


合 . 


定理 5.7. 设 函 数 1(2) 在 |z| CR EEA, 1, 5 为 两 个 正 整数 
适合 条 件 
2,1 _ 
トト (5.3.1) 
4 f(0) 0, ©; F0) 0515 70) = 0, 则 对 于 0 二 + 二 R 有 


TC, f) < leg" KO) + C [RCRD + Bs (Rs >) 


二 1 1 
十 Np- (r —) + logt NT 
アー1 1fC0)| 


+ log? FO) +t 
E PO E TO) 
7f0⑩) 

+ log*řlog*|f(0)| + log 2R ト (5.3.2) 
R—r 


E. PEAH RIAN R= 工 的 情况 作出 证 明 .从 恒等式 


m 
` 
~- 

R] | 
ェ ー 
— 
> 
= 


应 用 Jensen-Nevanlinna 公式 


m(r,4) = TOs fh) 一 N(», D+ los OD) ior? 
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ー ィ ) - vlc i): 
Cy 
O 1 )-M 


f—1 
=N (r Hajj + log 


po) — 1 
TCr, DE Nr, D+N(;, +)+ Nr, z4) 


+ log 


六 (0) E 
于 是 


-N (r) t SD 
其 中 
Sr, f) =m (>, T) +m (> £) + m(r, 7H) 
, + log to D| + log 2 
即 


T(r,f) < NGC, f) +r, +) +N(r, 7 + -) + Slr, P). 


(5.3.3) 
现在 我 们 对 AM/: +) 中 重 级 高 的 部 分 进行 告 计 ?， 


palea) eat) 


一 一 一 -一 -一 ーー 


1) R(n L) A 的 零点 密 指 最， 其 中 重 级 大 于 2 WATT. 重 级 不 大 于 
2M. Kur, +) 表 重 级 大 于 1 一 1 的 零点 密 指 庆 ， 每 个 零点 计 丙 次 


Mem (r 7) aF 7) 一 Be, F) 


© 167 « 


IN 
一 一 ~ 
ヒー 
| 
[to 
sir 
i 
oa 
x 
-+ 
=|= 
十 
~ [bo 


fre, f) + log RT 
类 似 地 


+ HCN +m (rs E) + log2 


1 
+ log 一 一 一 -一 一 
TORTI 


(1 ー Z ー =) Tr f) < (1 + 4) NC, の 
CE CE 


1 
att) + OD + go か (5.3.4) 


这 里 
a の = (1-2) tog lO + (1 — 4) tog CO — 11 


1 2 1 
+1 一 二 一 一 
Troy los yy = =(1 Z L) 


が (0) 
x log 7(O)| + (1 ー L) iog IfC0> — 1] 


(0) 
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38 Fay) + (Fe 
1 


(5.3.5) 


CE CE CE 


+ み し 。 7 -) + 210g2. (5.3.6) 


根据 Nevanlinna 5|HE,XFO<r<p<1gq 
Qt 7) <2 (> 4) 


<C fı + og logt + logt iy logt 1 


1 
7(0)1 r por 


+ log*7T(p, f) |. 


m(r, £) <C fi + logt log+ 


1 1 
+ log* — 
o F 


+ log* TC, AD}. 
r 


1 
+ logt 
8 ーー 


FAm (rn) of = E, 


m(r, 7 -)< C fi + log* logt DLT 


ーー + fog* Te’ f — D}. 
— r 


+ logt 上 十 log+ 一 
r p 


但 是 
Clog*T(o f) 
< Clogt are 万 十 m(p’, £) 
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A レア 
< Clog TD) + m(o, E) +e, 


对 于 项 m (p。 £) 再 应 用 Nevanlinna 引 理 , 经 整理 后 有 


m(r, = -)< C fı + log* logt ON 


1 1 
+ logTlog キ ーー ニーーー + logt — 
7(0 一 1| 7 
+ logt —+— + log*T(p, f) }. 
一 了 
因此 
1 
Qr, j) <C fi + log* log* 
0) 
1 1 
+ logTlog キ ーーー ニ ーー +- logt 一 
0 の 9 一 1 7 
+ logt —— + log* TC. Ð}. 
一 > 


将 这 些 估计 式 代入 (5.3.4),(5.3.5) 与 (5.3.6), 并 计 及 


( ー 4) log CO) — 1] + Clog*log* = = 
+ (1— +) log ——— WOT <(1 — ©) tog* 1°¢0)| +c} 
-+ (1- +) og = Fo] <(1 — + )ieg* Tol +C, 


得 (1 -2- 4) (TC f) + log ON. 


2_, (3.7) 
了 


H + Clog*T(p5f) + Clogt 


< 
其 中 H = (1+ rehire の +(1ー 2) al) 
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X log 


+h -1) Nl, 7 1 -) +(1~ +) 


+ 1 1, +) fo + 1 
+ 一 lo ! + lo - 
[fC] | 


1 1 
+C fı + logt log+ 一 一 + log? H, 
|7€0) | r 


根 据 引 理 1.4 与 "ュー テテ 2,4 [> T+ L| 上 必 存 在 r 


使 


则 


log 


8 


T(r 十 エー <TC, 7), 


eT(r’,f) 
s= 1—7 
eT(r’, D 
log*T(p, の < log* T(r’, f) + log 2. (5.3.8) 
-S log2 + 1 + log*T(r’, f) + log ; 
PC 一 了 1 一 > 


< 4log2 + 1 + logtT (0, f) + log- 1 


(5.3.9) 


当 (5.3.1) 满 足 时 可 以 看 出 有 


po2 isl 


7 p ar 


対 0 </ ご 。1 皮 用 (5.3.7) 井 斗 及 (5.3.8 ) 丘 (5.3.9) 有 


T(r’, +) 
DET 


<H+ ciogT7(/。 +) 


2 
1 一 ア 


+ ClogTlog |f(0)| + C loz 


el7te 


再 注意 到 


cl T(r < エエ 1) +c 
og ao: 24 いっ » 


aTe paT) 


<H +C + Clog —~ 


可 得 


+ Clog Tiug [0)|. 


因此 
T(r,f) < log |f(0)| + Clog*log* |f(0)| 


+c {Naf 十 Ni- (1, 4) + Ney ( Fi) 


+ logt 


roo)! = IPO) 


十 logt 二 十 log* 一 一 
1ー ァ 


Ll 
げ (0)1 


+ log? logt 


TOJ 
log IK0)I + Clog* log? ] 5 Tol < løgt Hol + c 
以 及 当 + > A log* < hsg2。 FANT テー 便 得 到 
632). 当 + cL Ri T(r 从 < 了 ( 士 ,f ), 也 得 
(5.3.2). 
5.3.2. 基本 定理 


定理 5.8. 设 函 数 1(z) 于 |z| <1 S24, 7。 为 两 个 正 整数 适 
合 条件 Z += <1, # 


my (i; +) + npn g 7 + -) <N, (5.3.10) 
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则 对 于 任意 复数 a 有 


1 1 ) 1 1 
あし ーー。 < IN + log 一 一 一 一 一 
デー E TK) a] 


+ log*tog* |f(2*) If, (5.3.11) 
其 中 2* 为 lz] < 1 内 的 一 点 ， 
证 . 设 在 |z| 二 1 内 f(z) WERDER 
a,( 一 1 ， 2, “SN (1, +), f(z) 一 1 的 重 级 小 于 P 的 零点 


为 ぁ (>ー 1,2, +++, neo (D i). 取 i= 根据 


Boutroux-Cartan 定理 对 于 任意 复数 * 有 


"(1}) MEES 
|z — a| >A サナ 5 
r=1 
"pp (1 ) ( = 
MO l= g] > ater, 
pol 


至 多 除去 有 限 个 小 圆 , 其 半径 总 和 不 超过 4e4 = 这 些小 贺 


的 全 体 记 为 (7). 
区 分 两 种 情况 ， 


(1) 在 |z| < 去 ELBE (7) SMES Uf) | < e. 


显然 在 圆 环 á <|z|< $ LEER lal =p 与 (7) 无 公 
共 点 ， 于 是 
mp; か <2, 


从 而 对 于 任意 复数 a。 有 
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1 1 
<= 
= = Nesta) 


< 


L 17(e。 の + log* |a] + log? 
log テ 


ーー ュー 
+ PET Al 


< c(1+ log (5.3.12) 


TO; a | ) 


(2) Elz の 介在 a Eel >e, 
tc BK -< |e a <= EBS || =- pi 与 (7) 无 公 
共 点 . AEA jz 一 | =m 上 的 一 点 使 
KEDI = ak (2) |. 


DLR BEE A a 与 《， 遇 (7 ) 中 的 圆 则 以 相应 的 弧 自 蔡 代 相 交 
部 分 BORLA — HR BE 上 , 工 的 长 度 小 于 1. 
再 区 分 两 种 情况 . 
Ca) 
eD [FE 


之 1. 


这 时 又 分 为 两 种 情况 ， 


(2.1.1) 在 と 上 一 致 地 有 | TO 
fC)! 
对 于 (logj Ce)), 沿 着 工 从 n 积分 到 点 “可 得 


llogf (2) 一 log f(a) < に oe kt 


<L 


<l, 


从 而 
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Fel < IP] < elC) 


OIS HDI + | Fea 


S |D] + elf) 
= Is 中 + e| ECL 


f(z Co) 


+ rtn) +2, (5.3.13) 


mlo, る 1 ぅ p< logt | fC z1)} + log 
一 个 适当 的 上 界 。 对 于 任意 正 


现在 我 们 来 寻求 tog 


有 


=m (r, Zis £) + Ao(/。 る 1 ぅ =) 


+ Ña (7, z +). (5.3.14) 
由 于 sic(y)。 
#321055) #244) 
zi — o, | > are? 
Sr 上 级 小 于 LN 


设 ala = 1525-085 mA 1H) ALF |e al 
Fo 
2 npp) Ti lz 一 at, | >k 7) 。 


k=l 


17 


Il 1 ューg| > (EED > (+) ， 


Ni-y (r 21> +) < N log L, (5.3.15) 


对 于 Nu (z, Zis +) 有 


が (r, Zis <Hre, zı, Í) + log 一 一 (5.3.16) 


| 人 Ks S 


再 取 r= 二 op 一 应 用 Nevanlinna 引 班 并 计 及 JiC2)| 


>e 则 
m(4, Zis fy< C fı + logtT (Has A (5.3.17) 


#4 (5.3.15) 5(5.3.16), (5.3.17) 代 入 (5.3.14)。 然后 把 所 得 的 结 
果 代 入 (5.3.13) 有 


(1-2) Gs 2 < (1 — og ICO| 


工 ， 
4° 


+ C [x + g*r (+, asf). 


即 
(1-7)? (oa 7) 
<C {n + log*T (Ha +) + log* log* | C21) I}. 
注意 1 之 3 以 及 
Clog*T (+, z1» +) < っ T (+, ay) +C, 
因此 


T (os ns +) < C {N + log*log* |f(2)]}. 
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故 
TCs zi の で log |fCa)| + CIN + log Flog | 从 sa 上 


对 于 任意 复数 a 


< 


1 1 
5 Nas Zis +.) 


log — 
4 


< {ro zis f) + logt la| + hog2 


log — 
E4 


Kan = 村 | 


<C {x + log Tara + logTlog! | fC2) | I 


+ log 


但 是 |z| << 士 合 于 |z 一 ml < 一 内 TR 


deg pig) <6 ÅN + oe T TE 


+ logtlog* |fCz1)| 上 (5.3.18) 


21.2) 在 工 上 从 n 走向 使 | 区 | < 1 不 成 立 的 点 的 下 


fle) 
确 界 为 mx。 当 工 上 一 致 有 cS > 1 时 , 则 取 z= z. 


吉 同 情況 (2.1.1) 有 
fid < IP] < elf Ca) 
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Me)! < |fCa)] + elel. 
由 lz! < IIs ats = J iH) 在 | 一 zz] <Ż 上 


全 纯 . 为 了 对 它 应 用 定理 5.7 ,我 们 首先 注意 到 


~ 一 1 
alt る 2 ぅ +) + Np-1) (2, 22> a4) < Nlog = 


与 
fla) 
(gz) 
o o f(z,) 
对 于 项 log ”一 一 一 一 Tie 可 +5 log* eV? 分 列 利 用 
IC] > (an) | > Keni >e 
与 
fa) | Dlt eGD e.g a 
PCa) JCg う | 


e 


注意 zz 位 于 (7) 外 ,所 以 它 不 是 f(z) 的 单 织 零 点 ; Ca) 
0, 它 也 不 是 1(z) 的 重 级 零点 ， 于 是 1z2) 0,0; f(z) = l; 


f(z) 闪 9， 应 用 定理 5.7, 对 于 0 二 + 二 Z 有 


T(r, 225 P) < log* |fCz2)| 
+ C iN +h logt log* |f(22)| + log 


3 - 
ーー\ 
16 
于 是 
4 1 1 ) 
< > 225 
a( > る 25 =) 35 (2 る 2 jm a 
64 
log —— 
0834 
64 
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1 
< c ÈN + 1o ey 


但 是 |z| < 二 全 于 lz — z] < 地 内 ,从 和 


+ log* log* | C22) ] }. 


a(t, pig) < C ÈN + log ot 


+ log*log* | fCz,) | .. (5.3.19) 


22) PG) 24. 
CD Gas 
这 时 又 区 分 两 种 情况 . 


(2.2.1) 在 工 上 一 致 有 | re | < ュ 


对 于 这 种 情况 ,立即 得 
IiogK の 一 log f(z1)| <1. 
因此 


mors zs f) < log* |fCz)] + 1. 


/ 
n(—, 1 )< "人 (二 ， Zis 1 ) 
8 ナー g 4 fra 


1 


从 而 


< 


< 


1 
LN (eva, 
5 ナーg 


log 一 
8 14 


<C fi + log (5.3.20) 


1 
le) 二 
* 1796 


Te) 


(2.2.2) LEM z 向 移动 时 使 re < 1 不 成 立 的 点 
的 下 确 界 为 23. 
这 时 有 
Is = Ka 
以 及 
| log f(z3) 一 log f(21)| < 1. 
后 者 即 


ルー adl < elfen. 


再 区 分 两 种 情况 ， 
(2.2.2.1) ELEM 23 BF 


<1. 


PO 
这 时 对 于 工 上 zs 与 “ 间 的 任意 点 z 有 
| log f (2) — log (ss)| <1. 


故 
fl <zlPCey 
于 是 
KOLS Wedl + || zra 
< IKa) + elC 
= KEDIA + 6) < Ha) le(1 = e). 
从 而 
m(pi> 21> 力 < log* |fCa1)| +C., 
因此 
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< cfi + log (5.3.21) 


1 
| うぅ a 让 
(2.2.2.2) 在 L 上 从 za 向 移动 时 使 Se <1 不 成 立 的 
点 的 下 确 界 为 z 
这 时 有 


Is) と FCs elf(z3)| 


以 及 
Is Ss の | + gs < [fCa fete + 1), 
1 3 7 plc? 
由 ml< ll ミー キー ニー 16 OE] = 上 全 
纯 , 并 且 


9 1 9 1 2 
New S, 4) 十 No- (2 u, Gt) < Nio =, 
l-1) 16 iar: ?-1) 16° 4 f —1 8 


为 了 应 用 定理 5.7, 我 们 再 注意 
7(z)| > If Cz) = {Ces} | > edi >a, 


Ks) < |iCza) | + e lf'Ces) | Kete, 
fC) f げ (s)| 
以 及 
f(z) =], 
f(z4) 


由 以 上 诸 式 与 x2(7) 还 有 fz0) Ax 0,005 (ze 1, fC) = 0. 
于 是 根据 定理 5.7 对 于 0< ァ < z 有 


T(r, Zas f) < logt |f(Cz4)| 


+c {N+ log*log* |{(24) 1}. 
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因此 对 于 任意 复数 a 有 


i 1 )< (34 — 
r (ip fa =n 64° 7"? f—a 


<! n(3, z 1 ) 
35 64 ナーg 
log 64 
34 
64 
C | N+ log + log* log* Cs (5.3.22) 
ICs うぅ a | 


5.3.3. 应 用 


如 同 定理 4.9 的 推理 步 又 ,我 们 应 用 定理 5.8 可 以 证 明 
定理 5.9. 设 1(z) 为 一 整 沙 数 ,级 % 为 有 穷 正 数 , 则 必 存 在 从 原 
点 发 出 的 一 条 半 直 线 Barge = O(0 くさ % ぐ 2z) 具有 下 述 性 质 : 


着 1,p 为 两 个 正 整数 适合 条 件 卫 十 一 < 1， 则 过 于 任意 正 数 。 
和 一 切 有 穷 复数 4 与 有 穷 非 零 复数 8 有 


1 1 
.log fav (>, Gos €, =) + ne-v( rs bos 8， az) 
Bm 


テー つの log r 


(5.3.23) 

RK. 设 1(2) 为 一 整 函 数 ,级 4 为 有 穷 正 数 , 则 存在 从 原点 出 发 

的 半 直 线 B:argz 一 6(0 <6, < 2x) 具 有 下 述 性 贡 ， 对 大 于 1 的 
ER k 任意 正 数 和 每 个 有 穷 非 零 复数 8 有 

Em lent» の , ef ポー の a. (5.3.24) 


テー の log r 
事实 上 在 定理 5.9 中 ,我 们 可 以 证 明 凡 是 (i—i Borel 方 
向 B: age = 必定 同时 具有 (5.3.23) 式 所 要 求 物性 质 ， 对 任意 


正 束 数 k 的 Borel 方向 也 是 CD = “LEE 的 Bore 


・ l82. 


方向 ,因此 B ATER F(x) 也 满足 定理 5.9 AE. 
但 是 R4z) 没 有 重 级 小 于 有 十 工 的 零点 , 即 
が (テッ Oo, &, F = 0) = 0, 


2 1 
m4 k> 1NA エイ イー で 1, 因 此 由 (5.3.23) 


lim log na(r, Oy, £, F = £) = i 
re log > 

对 于 任意 有 穷 非 零 复数 8 成 立 ， 从 而 更 有 (5.3.24)。 

MEA FE ee MC tL TAR | BES RE 
角 分 布 的 问题 也 可 以 用 类 似 于 本 节 里 的 原则 解决 ， 而 且 要 简单 得 
多 ， 但 是 对 于 亚 纯 函数 ,要 考虑 涉及 重 值 的 辐 角 分 布 问题 ,在 没有 
引进 导数 时 仅 能 用 几何 方法 解决 ， 这 时 有 (SA Toji), 

定理 5.10. 设 f(z) 为 一 亚 纯 函数 ,级 1 为 有 穷 正 数 , 则 必 存 在 
从 原点 发 出 的 一 条 半 直 线 B:argz 一 (0 <0) < 2=) 具 有 下 述 性 
质 ， 对 于 任意 一 组 互相 判别 的 复数 gy 一 1,2,…・, q) 任意 一 
组 整数 1, > v= 1,2，…， 9g) 与 任意 正 数 e。 若 >) ーー) 
>>2, 则 


a 
log (> m,r bas E€, f = ay) ] 
(5.3.25) 


r>% log r 


A TA FS ER RR. AA SB S18 (EY A 90 A] 
题 ,除去 在 特殊 情况 (例如 以 00 为 Borel 例外 值 ;尚未 获得 彻底 解 
.定理 5.8 的 证 明 较 为 复杂 ， 但 是 具有 一 定 的 普遍 性 ， 例 如 用 
美 似 的 方 法 可以 正明 定理 5.9 中 当 eg, ぢ 易 为 级 小 于 2 Be 
alz), PG) E'G) S ws)) 时 结论 依然 成 这 。 
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第 六 章 Borel 方向 的 一 些 新 研究 


近年 来 关于 亚 纯 函 数 的 Borel 方向 有 一 些 深 入 的 研究 ， 本 章 
将 着 重 论述 两 个 问题 ，(1) PARKKI Borel 方向 的 分 布 ;(2) 亚 
AUPE SRA Borel 方向 之 间 的 关系 . 


$ 6.1. 亚 纯 函 数 的 Borel 方 向 的 分 布 


6.1.1. 问题 的 提出 和 几 个 引 理 

在 第 三 章 里 我 们 知道 ,对 于 开平 面 亚 纯 的 函数 蕊 z) , 若 其 级 为 
4(0 ぇ o), 则 至 少 存在 一 条 从 原点 出 发 的 半 直 线 B:argz = 
9 の (0 < 9 一 2x) 使 得 


iim log ヵ ( ァ 。 95 8 ぅ 7 = a) =] 
っ の log r 


对 所 有 的 复数 a 与 任意 正 数 e 恒 能 成 立 ， 至 多 除去 关于 4 的 两 个 
复数 . 

可 以 看 出 ,车 arge 一 0;(j = 1,2, …) 为 f(z) 的 一 列 4 级 
Borel 方向 ; 且 iim0; = A, N) arge = 0 亦 必 为 Hz) 的 4 级 Borel 
方向 , 于 是 (の 的 全体 Bod 方向 与 单位 圆周 的 交点 构成 了 该 贺 
周 上 一 个 非 空 的 , 闭 的 点 集 ， 这 样 自 然 就 产生 了 以 下 问题 : 

在 单位 图 周 上 任 给 一 个 非 空 的 、 闭 的 点 集 尺 及 一 个 有 穷 正 
数 4。 是 否 存在 级 为 1 的 亚 纯 函数 f(x)， 它 的 全 体 Bod 方向 恰 
好 和 从 原点 0 连结 E 中 各 点 的 方向 重合 ? 

1976 年 杨 乐 和 张 广 厚 外 对 这 个 问题 作 了 肯定 的 回答 ， 为 了 证 
明 他 们 的 结果 ,我 们 先 建立 几 个 引 理 . 

引 理 6.1. 若 ab ARDAN Hlal <1,/41< 1, 则 
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< 十 6 
1 + ab 


lal + lèl 
<i i ib (6.1.1) 


证 .由 

1+ lella 

Gres it) ! 
a (1+ Jal lo] + jal + JADO + Jal fe} — Jal — Jap) 

(lal + 15|» 
<Q] — 1 
la+ | 
n O ta + ab) — (a + の (2 + の 
(a+ b)(a+ の 


= 1+ ab ー 1。 


at è 
立即 有 (6.1.1》. 

引 理 6.2.4 g(z) 在 |z] < R< R<% LW, E gCo) 
0,0, SUMP RA t= re? DR eo, r<e<Re, F 


+ | < 5log2 + logt 2 + 3logt ーー + log 9 
| -一 了 


log 


+ logt 146 + ア (p。 g) + logtlog* 6.1.2 
TA a'T(e,g) g log To (6.1.2) 


其 中 N= a(o, g) + a(o, E), O 为 点 :与 (の 在 le] < の 
内 所 有 零点 和 极点 的 距离 的 下 界 . 
证 ， 由 Poisson-Jensen AA; le] <r < RHA 


の PE tty 


ax 
log gG) = + 5 log |gCpe 
2x o ci 一 上 


— byt 
ー 2 log = = 5 + 2 los n GT C 


这 里 a,b, 分 别 为 1z| SE g(s) 的 零点 与 极点 。 
取 导 数 则 


g(t) _ 1 (* ip) ee 
one log lee の | ーー dep 


+ (ュー 1 )- (2 


2 一 ait at P — bat boit 


由 于 上: 一 oj SG, コー hl So), 于 是 


| < Cp ーー ime, g) +m (e 1) 
+ v(t - + す 5) そる te の 


1 1 1 
o tat OU + (+ io) 
两 边 取 正 对 数 并 进行 整理 后 即 得 (6.1.2). 
在 引 理 6.2 中 , 当 g(0) = wo 时 , 记 g(z) = < 


ー 正 整数 ,g(0) = 1， 则 
g (=) _ git) tv 


g(z) gs) oz” 


从 而 


logt FA < logt 


RA -+ log* Z + 1og2。 
(の 


对 于 上 述 不 等 式 右 端的 第 一 项 应 用 (6.1.2)， 则 可 得 


log+ ED | < 5log2 + logte + 31og テ ーー エー -+ logtT It 
g(t) o—r 


1 T 
logt —— + log*T + log t— -+ log 2. 
+ log xa 二 8 CP, gi) + log ; og 


r 
TCP, gi) < T(p, g) +T (os z) 
を 


< Tle, g) + vlogp + los ao 
Cr 
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因此 


logt 


EU < 61og2 + log3 + 2log*r 
ge) 


十 2log+p + logt} + 3log* 1 + Igt% 
r p 一 ヶ 


+ log* ーー + log*T(e, g) + log*log* 1 。 (6.1.2 ア 


le 
引 理 6.3. 设 函 数 f(z) ER je] R(0< KR < po) EWH, 
Wat lle] << x(0 过 + 过 R) 内 并 与 12) 的 所 有 零点 与 极 点 的 距 
离 不 小 于 4 的 任意 点 x 有 


f(z) R+r f ー 
| < を キテ n(R, £) + {a(R, co) + n(R, 0)} 


x (lor + pe2R ) 一 ER lr f= 0). (6.1.3) 


log 


证 ， 函 数 1&2. ra 以 且 仅 以 KKz) = 0 RORA RR BB 


是 单 极点 . ra 以 且 仅 以 f(z) = 0 MFC) 一 0 同時 成立 的 点 


BREA. eo) Ale] < R 上 的 零点 和 极点 分 别 记 为 a 5 br 
POE 之 RR 上 的 零点 记 为 cj。 HUX bg 让 一 性 表示 


每 个 a; 伯 一 次 的 和 数 ,” log =" 表示 每 个 oj 计 m; 
一 上 次 的 和 数 ， 其 中 m 为 (OE q 处 零点 的 重 级 ， 相 应 地 

baz | Lo wama gee fC) 3 
2 log e a Ry 表示 每 个 b, 仅 计 一 次 的 和 数 . 对 于 FG) 应 
用 Poisson-Jensen 公式 则 


fC) | _ (Re) Rè — |z]? 
log tle) al log (Re の ト R —2R|z| cosp + op’? 
, R? — ajz R? -— b,z | 
+(> log R(z — a;) +2 "RET 
(> ‘08 ne ー a > los TRC RGA っ ) Te 


a 187 « 


注意 到 
> log 


RY = az. 
R(z — a;) 


ポー の を 
R(z -一 aj) 


R? — ajz 
= Se 4, 

以 及 当 ls| r ja] <r 时 由 引 理 6.1 有 
太一 | こし RE tdallel. 
R(z — cı) (|zl + Jer [> 
= Io CR — Jz|)(R — Jer) 
pall + Goat 


ーー — p) 
> log {1 + Ra > R — 
2R? 4R? 


+ 5” log 


(6.1.5) 


log 


从 而 
ター > bo g | eae 


ize Re — ci) ner | (RC 一 と けり 


(R—r) _ 
> nlr; f = 0). (6.1.6) 


将 (6.1.5),(6.1.6) 代 入 (6.1.4) 即 得 引 理 结论 . 


6.1.2. Borel 方向 的 分 布 


定理 6.1. 设 4 为 任 给 的 有 穷 正 数 ，E 为 任 给 的 \ 非 空 的 , 闭 的 
实数 集合 (mod 2x), 则 必 存 在 4 RWB RH). HER Borel 方 
向 构成 的 集 恰 为 {argz = 610 € E}. 

证 .我 们 用 从 原点 出 发 的 半 直 线 不 断 等 分 开平 面 .第 (一 


2 …) 次 是 用 了 REER ge tE Ch 一 1,2,…, 门 将 开平 面 分 
为 了 个 角 域 .在 这 ; 条 半 直 线 中 ,如 果 有 某 些 半 直 线 argz = Ate, 


在 以 它 为 这 的 两 个 团 角 城 7 De < argz < er 和 ie < 
7 
ags < 2 + he 内， 部 不 含有 点 cao, 0 € EE, 则 将 这 些 半 直线 天 
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掉 , 余 下 的 半 直 线 记 为 LaG = 1,2,°*"*;l=1， 2・ い > し) 1S 
Li Si) Lia 的 辐 角 记 为 On 
取 点 
Gj > 2ie'®jt 
Gj = 1,2,13 = 1,2,1, Ly) 
与 数 
m; 一 [3] Gj = 1,2,°+"). 


于 此 [x] 表 示 不 超过 * 的 最大 整数 由 


j=1 it | aja |* j=l 2i? j=1 
以 及 对 于 任意 正 数 8 有 
加 Lj 


EH {ajr Bis ***s Aji: j=l, 2。・・・5 2 = 1,25 < ッ > LS ROU 
数 等 于 1。 构造 典型 乘积 


mo = TI Th (9-2) arse Goan 
j=1 t=1 6 
其 中 
-{ 当 4 不 是 整数 时 ， 
4 il 当 4 为 整数 时 ， 
再 取 点 
一 i 1 i9; 
bi = (2 + 1) ! 
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可以 看 出 


以 及 对 于 任意 正 数 有 


加 Lj - » LF. 


| 
FE {bn bits sees brij = lZ; l= 1,2,-+°, Lj} Oa 
— / - 


mj 


数 也 等 于 1 构造 典型 乘积 . 


- TI Ú (1- MP (6.1.8) 
z ーー 
= Miz) C 
f(z) T a)’ (6.1.9) 


我 们 将 证 明 f(s) 就 适合 定理 的 要 求 ， 

首先 由 于 典型 乘积 M), 12(2) 的 级 均 为 4， 所 以 f(z) 的 级 
等 于 1。 我 们 再 证 明 , 若 9。 为 集 E 中 任意 一 数 , 则 age = の 必 为 
人 (の 的 级 Borel FIA. 

设 若 不 然 ， 则 存在 正 数 so， 在 角 域 G: |argz '- bo| 一 s， A 
f(z) 至 少 具有 一 个 有 穷 且 异 于 零 的 例外 信 a 即 存在 r, 0 < 
そん 。 当 ヶ 充分 大 時 有 

n(r, Bos Eos f = ay) < r, 
HT 名 & EE， 因此 对 于 每 个 充分 大 的 i 存在 点 cn, 使 圆 K: 
jz 一 an| <4 BTCA, EAKA ORA a HER BR 
Am; MA bn 为 极点 , 重 级 为 m; 并 且 1(3) -一 a 的 零点 数 
不 超过 r+ 了， 其 中 +; = 2i + 4, 
当 了 充分 大 时 有 ? 


1) 当 FCO) = ao 时 , 须 以 Hz) 一 m 在 原点 Taylor 展 式 中 第 一 个 非 零 系数 取 
R が 0 ~ a. 
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T(2r;; f -一 ao) <= (27 の すら 


1og+1 + 1 一 2r;)*1, 
ee oy mal OP? 
aris f = ao) <n, 


nGraf = 0) < CG 


在 園 |z| <27 内 以 1(z) 的 所 有 ao- 值 点 与 极点 为 心 ， 
_ 1 
8(273)++! 


为 半径 作 除 外 贺 , 这 些 除外 圆 的 总 和 记 为 (7Y)， 应 用 引 理 6.2 对 
于 |z] <r, 内 且 不 属于 (7) 的 任意 点 x 有 
log Pane fiz) | < 5log2 + logt(2r;) + 3log? +1 
| f(z) — a! Fi 
+ logtn(2r;, f = ao) + log*n(2r;, f = ©) + log 2 
+ log een + logt T(2r;, f — ao): 
+ logTlog キ ーーー ニ ーー < (54 + 6)log(27;) + 9log2, 


『 = ao} 
(6.1.10) 


由 之 的 取 法 可 以 看 出 存在 ric n<2, IJI Krn 4, 
EAH |s 一 apl = =r 和 Jz 一 | =r,5(7) 无 交 ， 应 用 引 理 
6.3, 对 于 |z 一 ap) = r+， 上 的 任意 点 zx 有 


fC) | < rat Tm (r fji» —-) 
5 f 


log 
Ke)— al nr — go 


+ {a(K, f= œ) + n(K,f= ao) } (oT + log 27。 ) 


ーー p \2 
_ Coor”, (ls ーー +). 
4r3 ff 


但 是 jz 一 ai| = 2 & Fle] 三 +j 内 且 与 (7) 无 公共 点 ,由 (6.1.10) 


log ーー | < 6{(54 + 6) log (274) + 91og 2} 
49 


( 
f(z) 一 
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+ (1 + rt) {log 8(27;)'*' + log 8} 
-1.1/7 _ 
4 Al F 2). 
注意 < 5r 二 27 t4, 7 充分 大 肝 対 手 |z -- oil =o 上 
的 任意 点 z 便 有 


_f® 
o ee 2- (6.1.11) 
男 一 方面 由 
n(ls—apl S rif = ©) — nlle — aul Sri f = ao) 
= -+| _f dz, 
Pæt J ls—ejilmr, ナー 4 
有 
a m fO 
| ア | 7 s? nag, f(z) 一 da ” (6.1.12) 


比较 (6.1.11),(6.1.12) 两 式 得 
[<s 
7 


由 于 r<l, 当 了 充分 大 時 上 列 不 等 式 不能 成立 . 这样 便 证 明了 
argz = ĝo 是 f(x) 的 Borel 方向 . 
最 后 我 们 证 明 ， 若 G1.EE， 则 argz = 0, BRIE f(z) 的 4 级 


Borel 方向 ， 为 此 我 们 估计 2|. 


ro _ 2 bua 


ft) > a” Caji 一 z)(bj 一 z) anbn 


+ * (+ + 2 \( 4 — ait) + eee 
ait bi’ đjibji 


(人 
af? BAN anbi 


车 点 ?与 所 有 的 an ou 的 距离 都 不 小 于 ¢lzl,¢d>0,8 |z| 充 
分 大 时 , 则 
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MM eP M61 pide. 
f(z) < 之 之 [+ 去 + 237 + 
+ Hl jm < {a B+ ts z| エー 
al 1 
+ ql|z|* jue 
即 
, — 当 ?9 一 0 
<d |z? ーー (6.1.13) 
KOl lag gD. 


由 于 EE, 且 E 为 闭 集 , 于 是 存在 角 域 G1: |argz 一 9| < 8, 
当 7 充分 大 时 ,其 中 不 含有 半 直 线 LG jo 1< L). Mit 
当 + 充分 大 时 ,在 角 域 (1z| > 7) 人 Gi 内 4(z) 没 有 零点 与 极点 .如 
Barge = 91 是 f(z) 的 4 级 Bord 方向 , 根据 定理 3.11, 存在 f(z) 
的 一 列 4 级 充满 圆 
le 
lim |z| = 0, lime, = 0 (k= 1,2,...), 
使 得 在 每 个 T 内 fz) ERR [zal 次 ,至 多 可 能 除去 一 些 
复数 含 于 球面 半径 为 2-* 的 两 个 区 内 ,其 中 lim id, = 0. BRT: 
Jz — z| < 2e,]2,/R = 12。… つう. HRAEDAN, Tk ATAR 
lagz 一 0 < Č 内 . FRM ADAM WET, 内 的 任意 点 


由 (6.1.13) 有 
2 ン 32 w = 0 
f(z) 2 2 = 8? z 2 4 > 
| Fe) く |( mm3 2) jz] [zx] 
2ga] & 34] 2; 当 4 1. 


当天 充分 大 时 ,在 k 内 必 存 在 点 a IMD] <1. ABA 
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然 ; 则 在 Th AAO > 1 于 是 (eT, 内 就 不 取 单 位 加 内 
的 点 ,但 是 单位 圆 不 能 为 球面 半径 等 于 2 的 两 个 加 覆盖 ,这 与 以 
ET, WaT. 我们 再 断言 ,在 Th 内 存在 点 zx Bil) | 
>et, Kha 为 任 给 的 正 数 ， 设 车 不 然则 在 Th 内 有 
f(z)| < el FE 

T(26,] 2,| szp Í) S log* M (2e; lza] > zf) < Jeja 
从 而 对 于 任意 复数 a。 有 


1 1 
p( す ょ 7 一 a) SS -1 N (2ealzal, spーー-) 
log 2 ナー g 
< { TQ el zx f) + log* lal 
log 2 


+ log2 + log 


TOE 7) 


ifp 1 te 
< gz (lal 7 + log iGavel log 3 


当天 充分 大 时 ,这 与 T, 的 含 駐 也 矛盾 。 | 


x 
zi? < | log 7 の | — log | f(z)! | 
< | Las < 2e,| 24! ・ max fe) 
| Re - rez g! z) 
此 天 ROR 
Sier 当 4 一 0， 
6ge,| zals 当 49 之 1. 


注意 9 二 1，? 可 取 任意 小 前 正 数 , 因 此 当 & 充 分 大 時 上 式 不可 
能成 立 . 即 argz = 0, 不 是 Ks) 的 Borel 方向 . 定理 就 完全 得 证 . 
对 于 有 穷 正 级 的 整 函数 ，D. Drasin 与 A. Weitsman' Z454 7 
其 Bod 方 向 的 分 布 規律 . 他 们 引进 了 
定义 6.1. 一 个 有 限 序列 . 
< +++ <8, <0, + le 
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ma (>+) 级 实数 链 ， 着 
Ci) Gin — 0; < = (j = 1,2,-++,2—1), 
(ii) 9 一 テー。 


Gi) 仅 当 # 二 2 时 (i) 与 (让) 中 等 号 可 以 成 这 . 
Drasin 与 Weitsman 的 结果 为 
定理 6.1". 任 给 1,0 で 4 で oo, 以 及 [0, 2=] 上 人 的 非 空 AE E, 


別当 < 时 不 需要 对 附加 任何 条 件 ， 它 恰 为 一 个 2 级 整 函 
数 的 全体 Borel 方向 的 辐 角 值 构成 的 集 , 当 2 > SA EB 


个 1 级 整 函数 的 全 体 Borel FATS. VERS 
的 条 件 是 互 中 任何 一 个 值 恰巧 是 一 个 2 级 链 的 一 个 元 素 ， 并 且 这 
个 1 级 链 的 所 有 元 素 6;(mod 2m) G = 1,2,37) 都 属于 E, 

有 兴趣 的 读者 请 参阅 他 们 的 原文 


$ 6.2. 亚 纯 函 数 与 其 导数 的 公共 
Borel 方向 L Milloux 问题 


6.2.1. 关于 Milloux 定理 


在 定理 3.8 里 已 经 证 明了 ,于 开平 面 亚 纯 且 级 等 于 1(0 こ ぇ < 
00) 的 画数 f(x) 至 少 存在 一 条 1 级 Borel 方 向 . 由 定 理 4.2 XH 
道 1(2) 的 导数 f(x) 的 级 也 等 于 4, 于 是 f(z) 也 至 少 具有 一 条 4 级 
Borel 方向 ，1928 年 G. Valiton 提出 了 一 个 重要 而 困难 的 问题 ; 
是 否 亚 纯 函 数 与 其 导数 具有 公共 的 Bord 方向 ? 在 A. Rauch”, 
庄 折 泰 ” 等 获得 了 一 些 具 有 附加 条 件 的 结果 后 ，1951 年 H. 
Milloux!) 建立 了 下 述 突出 的 定理 ， 

定理 6.2.48 OARDER 的 整 函数 , 则 其 导数 六) 的 每 
条 1 级 Borel 方向 亦 必 为 f(z) 的 4 级 Borel 方 向 . 
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Milloux 自己 的 证 明 十 分 复杂 ,篇 幅 很 长 ， 较 近 张 广 厚 ” 在 水 
及 导数 的 情况 下 ， 从 建立 类 似 于 Valin 的 基本 定理 着 手 ， 对 
Milloux 的 结果 给 予 了 较 简单 的 证 明 .， 同时 他 将 定理 6.2 推广 到 以 
co 为 Borel 例外 值 的 亚 纯 函 数 ， 然 而 他 在 证 明 中 对 原始 信 的 处 理 
仍然 是 较为 复杂 的 . 

这 里 我 们 建立 一 个 有 趣 的 定理 ,从 它 可 以 立即 导出 定理 6.2 和 
它 推广 后 的 结果 . 这 个 定理 的 证 明 相当 直 疤 ， 也 较 简 单 。( 见 杨 
FR), - 


6.2.2. 基本 定理 


定理 6.3. 设 函 数 (OFFER, RAHAHEM AE 
角 域 ]acgs| < Ye ALHO% Borel 例外 値 . Mik 
- Tril — Ral < ER Resi > 2Re: 
. lime, = 0 Ck =1,2,-++) (6.2.1) 
为 了 f(z) 的 一 列 4 级 充满 贺 ， 即 在 每 个 FA A fics) 取 所 有 的 复 
数 至 少 Rik 次 ,至 多 除去 一 些 复数 可 被 含 在 Riemann 球 上 的 两 
个 球面 半径 为 5% 的 小 圆 内 ,其 中 lime; = lim 3, == 0, 若 记 


= log T Çr 2 か — 
Br ( P, logr ) Ay (6.2.2) 
- rR, 
并 且 
2e, 2B. 1 
[3 之 max =k, 3 ry (6.2.3) 
Pl Clog ar) 


IK 


RY" 
oul 2 -< |z |< anim} Clee < 2000) (6.2.4) 


Ne = 4x? k = l, 2,-~- (6,2,5) 


必 包 含 一 个 子 序列 Gy 是 f(x) 的 4 级 充满 域 ， 即 在 每 个 Gh 内 ， 
KORA REL Rij) 次 ,至 多 可 能 除去 一 些 复数 , 被 包 
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ATE Riemann 球 上 球面 半径 为 dk 的 两 个 小 圆 内 ,其 中 
lim ex, = Em 一 0。 
证 ,假设 定理 结论 不 成 立 , 即 (Gu) 不 包含 一 个 子 序列 区 域 是 
f(z) 的 2 级 充满 域 , 最 后 将 导致 矛盾 以 下 的 推荐 和 各 个 关系 式 
都 是 对 每 个 充分 大 的 有 MIL, KRBRBR. 
由 于 Th 是 了 Cs) 的 1 级 充满 加 ,所 以 存在 复数 zx 使 
0< fay] < 1，z(T f = ay) > Rih, (6.2.6) 
ERE [R R] EBA 
rka RR + n> p = 0,1, 2，P; 
其 中 P= |-2nxlog Ra | +1570 | 2nglog Ra | 


o 上 og + ng) log (1 + mys 4 
2n, log Rg と è 
是 ei +a) 的 整数 部 分 . FRA 


Spo: le — reo) < 2 も ある 
Skip: |z 一 rr» | < 40N kpo 
i | 

Ch CRE < Je] < REM) Clargs] < m)» (62.7) 
则 


eic(U su JE (Us Step joe, (6.2.8) 


因为 (GD) 不 包含 任何 一 列子 域 是 OBA BRR 则 从 Go 中 
必 可 选 出 一 列子 域 (Gh) 具有 下 述 性 质 对 于 每 个 p FEZN 
互相 判别 的 复数 a, = 1,2, 3) 以 及 不 依赖 于 f TIERS 
5 onl < 4), EE lag» mal > ASh AR 
3 
n(Grp Í = any) < RY 
l=1 
对 于 所 有 的 正 整数 7 都 成立 . BLL, 取 两 列 趁 于 0 的 正 数 e, 
5， 如 果 上 述 论 断 不 成 立 , 则 对 于 ev, do 序列 (G 中 存在 子 序 
FI 《G1)， 使 得 凡是 适合 (Gps = a) で RA 的 复数 6 在 
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Riemann 球 上 可 含 在 球面 半径 为 .54 的 两 个 小 区 内 类 似 地 ， 对 
于 er, の > 序列 (GA) 中 存在 子 序列 《Ghwz) ,使 得 凡是 适合 Gws 
j=a) < REY WS Me Riemann 球 上 可 含 在 球面 半径 为 8 
的 两 个 小 圆 内 。 如 此 继续 下 去 ,最 后 取 对 角 线 序列 (Gij), 则 对 于 
每 个 了 i nC Gnuf Sa) RiT 成立 的 算数 e 可 含 在 球面 半径 
不 超过 6; 的 两 个 小 圆 内 ， Ff Blimey = lim 8; = 04， 从 而 (Gj,j) 为 
f(z) 的 和 级 充满 域 ,这 与 (GD 不 包含 一 列子 域 是 1(2) 的 1 级 充满 
域 相 矛 盾 . 

对 每 个 j, 复数 oC 一 1,2, 3) 中 决 不 能 有 页 个 同时 位 于 以 


oo 为 圆心 ，2 为 球面 半径 的 小 加 内 ， 再 注意 到 是 (的 Borel 


例外 值 以 及 由 球面 距离 的 定义 ， 我 们 有 下 述 结论 (为 了 符号 简便 
计 , 以 下 将 子 序列 Gu 仍 记 为 GD): 对 每 个 《存在 三 个 互相 判别 的 
复数 (1 = 1,2, 3; am 一 00) 以 及 不 依赖 于 的 两 个 正 数 5 与 


nina EE lanl [oh4| 与 一 一 一 一 #F 4, B 
Jorn — el 6 


3 


5 n(G f = eu) < RẸ. 


i=l 

B klz) = fz) ーー Ape 与 Gele) = brane + 40ngrk, et) > 
则 Geld le] <1 AEA, H. 
S allil <1, Gyo) = Pigol)) < Ris 
1=1 . 
其 中 

の = Lk 一 tk -一 0 ん ア ルプ Q == l, 2, 3). 

PrO Ehl 二 1 内 没有 零点 和 极点 ;适合 
[tog (7 Pre 
fizi i=1 


~ Ve, = O Cog R 6.2.9 
t ole [Pr soD LE) 一 Preke Nl / (iog が ・ ( ) 
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根据 定理 3.5, BRA Riemann 球 上 一 个 球面 半径 为 "- 吗 的 小 圆 外 ，。 
对 于 任意 复数 & 和 恒 有 
a (Is | < 2 Gap = «)< AR}. Bi (Sp hn = oy “= Aky. 


再 注意 到 (6.2.8) 与 
= | Malog Re 
et +m) | + 1<4logR, +l, 
于 是 除去 P 个 球面 半径 为 YY 的 小 圆 后 ,存在 复数 b 使 
[bel <1, ICO) = al > 3s 
nCGrs h =È DLR, (< 2). (6.2.10) 
id 
ーー kt, (6.2.11) 
作 変 換 
- 1 1 
t = tl) = 2 Re (6.2.12) 
atk + Ak . 
它 将 角 域 |argz| < nx RAAE] 1， 其 逆 变 换 为 
1+¢ 
z=2,(0) = Ra ュー 5) > (6.2.13) 


并 记 HC) 一 Ca). 
@i¢;<1- ,由 (6.2.13),(6.2.11) 其 原 像 有 


Ri 


Ri < [ze] < < Rit, (6.2.14) 
根据 定理 假设 ，f(z) 在 jargz| < ro 内 以 %; 4 Borel 例外 信 ， 
合 (6.2.7),(6.2.10)。(6.2.14 有 - 


1) 当 1(0) = 00 时 ， 仅 要 求 Bh 适合 [bal <1 与 Gp Ae =b) < Ri, 其 
中 rti, 


©1996 


z 


Ri 


+ nC Gy, hi = ER (<4). (6.2.15) 
TTA Tk 内 的 任意 点 z= re”, ABA o> 则 


1 1 
4rke Ri cos z 
rk 十 yee Rik cos 一 + Ri 


E 
Sk 


4(1 一 e, ye cos? |* 
< 11 一 一 一 一 一 Sk , (6.2.16) 
CCL 十 sb + 1 


注意 由 (6.2.11) 与 (6.2.5 ) 有 


从 而 


再 计 及 (1 — ep? — e, 有 
G= ep = {0 — 6 eR 1. 
HISO + epi ニーー ル トー , 有 (1+ ei 一 1。 于 是 
(i 一 £, )* 
(6.2.16) 说 明 T, 在 《= u FERAT IEI < ŻA. 


置 
Y = BER . (6.2.17) 


由 (6.2.17), (6.2.11) (6.2.5) 5 (6.2.3), 
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Pk 2 
RE > RK > edomp? > 00, (6.2.18) 


AB (6.2.6) 


FET, 在 “平面 的 像 含 于 1 < ュー 


UR 
if 


n(igl<1— 6 ,Hi = 0) 


>n (Tef = a,) > RI, (6.2.19) 


EAI Ssl- LHCE) SPAS b ERA 


H 


Re ys PIERO HEIN Chn. 貼 (6.2.15) 式 
Cr) k 的 直径 总 和 不 超过 Ri 1., 于 是 可 以 选取 


Dy, dy = 


rig = 1 — ーー (6.2.20) 


(| = rar Ce =, (6.2.21) 
应 用 引 理 6.3, HF IE] < ri WEE CY) 外 的 点 《有 


log | 于 (<) | < Tak TU Tk trir nr, koa tte ) 
nS) 一 Oe Tok Tik H, — br 


+ {alra Hy = ©) + alrae Hy = 6)} 


x (1082 + log) — — at (mo H, = 0). 
risk 


(6.2.22) 


为 了 估计 m (roxs ュー) 我 们 有 
k 


nl, H, j= fi +f LAERET TAD)) I 
Bk? i 
Hi — br x Jo [hy Cag (rage の ) 一 | 


・ #2014 


ュー 


ae の) | ag 


22 
X |a lrag") I} dp < 1P log+ 


2 ァ Keg の)) 一 br 
ax 
+ 1 | log* | el range) dp. (6.2.23) 
2x J0 
由 (6.2.13) 有 


R 《1 一 72， isn < t ip < &,R,2*k 
BANKS 4/ 2,(r2, st, 
2k = | RC lrk? )| = G 一 rug) R 


(6.2.24) 
于 是 


1 | ete + &,R,25 
一 1 zrace?) |d@ < logt —24-4-_ _ 
2。 Ja og* | ziC7, RE )|ap < log a — ra 


< 3log Ra. (6.2.25) 
为 了 估计 (6.2.23) 右 端的 第 一 个 积分 ,我 们 应 用 引 理 6.2, 取 
gz) = hlz) — brs テディ. の の > 
RR 


R= 6.2.26 
(1 “一 rah) Sk ( ) 
这 时 由 . 
R — rapt 一 ie)| RE 
“Fh < lerla) < CT 
与 (6.2.21),(6.2.10) 有 
RE || =r < R< IRE, 
E 1+ 
R-r> Ri p Reh - (6.2.27) 


(1 一 rt ”2 


a+ 
N= n( ーーー E , hy = oo] 
\C1 — rr) 
28t! 

talz ーー > h = ぁ )< Rit, (6.2.28) 

2k 
) T + A+ 
T(R,.g) = ( ーー 一 — k \<r 1 6.2.29 
( g i ACL Tae | "だ t っ (6.2.23) 
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I⑩| = 10) = al > 4" | (6.2.30) 


以 下 对 の 作 何 算 。 着 点 と ー ァ cw (二 < r<) t PHE 
的 一 点 , 则 其 原 像 z AOA arge 有 


arga = garg tS = parc sin arsine 
1 一 {(1 — PY + resin’ 
2r 1 
<i = 
S$, 2 itr AREE 
2r 
当 0 二 x 二 土 时 有 一 J- 之 1 一 之 ,从 而 
4 上 十 zx 2 
— pò? 
argz <n {I ーー ト 
r 


于 是 当 点 位 于 |z1 = rm 上 时 ,其 像 点 > 有 


argz S yngi! 一 


- 3. 6.2.31 
る ).ee23D 


ou 是 |z| <<R 内 且 在 |argz | < 外 fe eB RSE b 
值 点 , 则 由 (6.2.27) 与 (6.2.31) 有 


レー > Rn > L, 


对 于 此 | < 1 上 的 任 章 点 ,类 似 于 (6.2.24), 并 计 及 (6.2.11》， 
(6.2.5),(6.2.3) 有 


IX く )| > 


(6232) 


ER, > ERs 
2&(1 一 |} et 2 


D 2 10) = 00 時 。 ORF (6.2.30) 而 注意 < = limg(e) = lim f(2)=* 为 因 
定数 、 


= 4e2R, > —tRt >l. (6.2.335 


设 * 是 large] < 内 ORR bem, BEES 
平面 上 的 條 oC) BPI] ミュー 内 . 由 (6.2.27) 点 :在 5 


平面 上 的 像 为 rme, TE 
IE 


< ww ドー ョ | < (mepT FRON 


ìl- 


= Garon" zil < |r — zh. 


结合 (6.2.21) 便 有 
ルー >d, = a (6.2.34) 
设 x! 是 largz| < m 内 aO 的 极点 或 be 值 点 ， 且 它 在 
CM LOR ECGDRF IC] ミュ ー a 则 如 上 有 
ae CD (CI) = 
esx, 
ドー — xh. 
(am emi)" lel 
从 而 
ルー テー (6.2.35) 
RE 
BEA (6.2.32), (6.2.34), (6.2.35) (BA 
bogey Leap Ma 
log real = O(log R). (6.2.36) 
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将 估计 式 (6.2.27),(6.2.28), (6.2.29), (6.2.30) 与 (6.2.36) 代 人 (6。 
1.2)” 得 


AyCaxCrnne'?)) 


log+ 6.2.37 
g hlel Tage の) — b, ( ) 
Fh FA (6.2.23), (6.2.25) 5 (6.23748 
H N . 
m (as H, ー x) = O( log Ry). (6.2.38) 


FH (6.2.15) (6.2.20), (6.2.21), (6.2.38) 5 
Crag = tk)” Crs gy Hy = 0) > ( 1 ) re H =0) 
4rie z 
RẸ* 


> R TE> (6.2.39) 


代 人 (6.2.22); 当 点 “属于 所 | <n, 且 不 属于 除外 圆 (7);, 时 便 
有 


Hf) 1 pact 
we | tty a |< ERE, (6.2.40) 
再 考察 区 域 
De 人 R, Pc lel < Ry Cares | <v, (6.2.41) 


HA = re” 属于 Dr i “有 


1 ユエ 4 
4r tk Ry, & cosg- 
a S 


ah aL 
(rE + RE) 


a 
2 


1 一 


sk 3o L 
CR, 4 yee R, を 
{2(R he が 


Sic Pen % (i, 在 变换 E= T 下 的 原 像 , 则 当 点 x 在 
の , 内 且 在 (7 外 时 有 


<1— ~ Tiske 


< 


1) 当 1) = cof, MIFLAC6.1.2)/R, 
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l KO | | BO 
1 = k 
E FOETA bg | Fr) 
+ og < ーー (6.2.42) 
leč) 2 


x, 1 
6.2.33 ) lo <0 
这 里 由 (6.2.33) log TCD 


应 用 Poisson-Jensen 公式 ， 对 于 D,NClz| 2R; ha 
ECT ark 外 的 点 Zork 有 


PR *k 
2K 一 个 


ag ーー 2R, 


7k 
x m(3R, i Eshi - &) 


-+ 之 log GRE そ ty ーー と 20; 
3R, a "R Caor 一 ow) 


于 此 c, RRBs eon WCD HOA RRR AAR 


HER. 
对 于 位 在 jargz| で 1% 外 的 cas 由 (4 2.41)。(6.2.17)。 G 2.5), 
(6.2.3) 有 


7k ， 
120% 一 cp) > Ri 1 sin (nk — va) 


(6.2.43) 


vk 7k 
OSR i> ARET ef 
ング 1 
ュー => 1, (6.2.44) 
Clog Ry)* - ` 


对 于 位 在 jargz| <m 内 的 cp BF lel < KIRIT, È CE 
6 平面 的 像 、 a 位 于 图 上 | 和 ro 内 。 记 点 zi ES PRY 
Cors NI Son 位 于 (re 外 . 于 是 


dy < [Sun — $al = | 去 Tomi ーー 


~ 206 + 


<( soles 


zE zo, kea 


< (ax TT HOR lee — 


= 1 を -一 于 <= Zo ーー 6.2. 
(seer) m Fal Jaor = Cale (6.2.45) 


”将 (6.2.44),(6.2.45) 代 回 (6.2.43) 则 


Kk 
log |Ak zor) — br) < Sm (3R て 。 な 一 by) 


ー 
ー 1 一 一 一 
+ n(3R, 4» hy = ©) log CR $ 
dk 
log OR 
d, tk 
< 5+ 4 T C4R, 4 > hy ー ba). 
log 一 - 
g 3 


注意 な (z) = [(2)— az, (6.2.6), (6.2.10), (6.2.17), (6.2.2), 
(6.2.3) 得 | | 


log Co の 一 b| < (a + 5)( log RA) TC4R 1 ™r, f) 
< PHC + 5) Clog Ry) RE Sk Tk klk 
E < Rie, (6.2.46) 
TARH Oaa PESIBRT AR KARE & 的 小 贺 
MEE 3X" AMS RID CO a 其 中 
diy <( max, lO 
! 


a 


(6.2.15), (a 中 所 有 小 圆 的 半径 总 和 不 超过 
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RE 
( 2 — r ]. 
+ nt |5] ー Hi = baht < (6.2.47) 
` RE Ki 


WT Di 内 的 任意 点 *。 以 直线 段 连 接 zo 与 x, C1), 时 
以 弧 毁 替代 相交 部 分 ,得 曲线 段 La (6.2.41) =(6.2.47) Ly 的 


长 度 不 得 超过 RIT . am 


Az) 一 Za ー | Ayu) ，， 
hl Zon) 一 Èr Ir A Cu) 一 dy 
at ak 2k 
<BR 2RIT J, (6.2.48) 


从 而 
< < Rie +1, (6.2.49) 
再 由 (6.2.42), 对 于 D, RERET Oa WERA? A 


a 


rk 
log | が が Ce う | < RR キュ ユー 上 Re Fe, (6.2.50) 


在 Di 内 选取 点 z, 使 aa —R,|<1. RD, 
& 7 Alle 一 z| <4e,R,. EAR 3ER; < [ze 一 | < 4e,R, 内 
选取 圆 局 |s 一 zl = ro SM). DARA. BIT (6.2.42), 送 
两 种 选取 总 是 可 能 的 。 对 于 le zl mr, 上 所 有 的 点 z， 由 
(6.2.50),(6.2.6) 有 
log* | f(z) | < log* [Ca)| + log* | ay| 


+ log 2 < R} R, (6.2.51) 
从 而 
が (ry zę F) < REM, (6.2.52) 
EAR larga] < Yo 内 f(z) 以 0 为 Bord 例外 值 , 于 是 
nCris sk F) で RR. (ri < 


由 于 zxe( ア 7), 如 同 (6.2.45) 可 知 zk 与 が の 前 所 有 极点 的 距离 
都 大 于 或 等 于 des 
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が (75 を も) < ド trp i) dt 
k t 


< RR log =* < Ri. (vr <2) (6.2.53) 

k 

RA (6.2.52), (6.2.53 RA 
T(r p> zef) で 2RE*MR, (6.2.54) 


另 一 方面 对 于 任意 复数 a, a で AEDE 有 


n(T,,f =a)<n (Jenks, Zao Ý =a) 


LST Cras sm f) + log*lal 
log 
+ log —— ーー + log2 } 
~. IFC) — al 


< LT Cras zp f) + lo 一 2. 
log 2 ; {Thre wf) cg Galt log \ 


W (6.2.54) 代入 上 式 后 可 知 除去 球面 半径 为 ex? 的 小 圆 后 ， 对 
TREER a EA 


が (すん > ’ = a) < 


a ; RM, (6.2.55) 


但 是 按照 定理 假设 ，T 是 f(z) 的 4 级 充满 圆 ， 即 除去 球面 
半径 为 8, 的 两 个 小 圆 外 ,对 于 其 他 复数 a EA 
nT F = 0) > RA-%, (6.2.56) 


比较 (6.2.55), (6.2.56) 得 REE < rere 可 是 由 (6.2.3)， 


Rheem > Re r >e $dogR,)} ー oo. 
这 便 推 出 了 矛盾 ,从 而 定理 得 以 证 明 . 
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6.2.3. 推论 


现在 我 们 从 定理 6.3 推出 一 系列 结论 . 

Kl. 设 函数 f(z) 于 开平 面 亚 纯 、 级 1 为 有 穷 正 数 . 若 B: 
argz = CO0 < bo < 2x) È f Ce) 的 一 条 1 级 Borel Hil, BEM 
域 largz 一 | < Yo 内 ADAR Borel 例外 值 , 则 冶 在 一 列 趋 于 
eo 的 正 数 Ri 与 一 列 趋 于 0 的 正 数 ng 使 得 区 域 


Riz ti 
(a < sl < 2 RM N (large ~ 0| < ny) 
QG =1,2,-+*) (6.2.57) 
是 人 (の 与 了 (Cz) 的 公共 充满 域 . 
事实 上 无 妨 设 二 0. 由 于 B:argz 一 0 是 了 f(z) 的 4 级 Borel 
方向 ,根据 定理 3.11, 必 存在 一 列 4 级 充满 贺 
T¥:|z— z| <efz,, argz, = 0, 
Zeti > Zags jme* = 0 (k= 1, 2,°++) 
使 得 在 每 个 TX 内 ORRERA a By lz, 1 次 ,可 能 除去 
一 些 复数 被 包含 在 球面 半径 为 & 的 两 个 小 贺 内 ,而 
lim ex = lim 8, = 0, 
取 
Ri 二 ll > 
2 2 1 
mle cal? 
其 中 fy 由 (6.2.2) 确 定 ， 贺 i 
Ty: |e — Ral < gxRx (k= 1, 2, +++) 
包含 了 IF， 于 是 L 是 f(z) 的 一 列 4 级 充满 园 ， 男 一 方面 ,TT 
又 适合 定理 6.3 的 条 件 ,因此 若 记 wx 一 ee 
(REM < Ja] < anit jnClarezl < m) 


必 包 含 一 个 子 序列 区 域 是 (95 (OMAR. 
系 2. 在 系 1 的 假设 下 ; BE 1(z) 的 一 条 1 级 Borel 方向 . 
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， 、 ` 1 一 。 
事实 上 根据 系 1 WAR Gy (RE < Je] < 2R ) 
ーー > 2 


N (largz ー 6| < 1k) (7 =], 2。・・・) 是 f(x) 的 一 列 14 级 充满 

域 。 即 在 每 个 Gy 内 f(z) 取 所 有 的 复数 % 至 少 Ri K FIRE 

除去 一 些 复数 被 包含 在 球面 半径 不 超过 d 的 两 个 小 贺 内 , 而 
limer; = lim 84; = 0. 

必要 时 选取 Gy 的 子 序列 代替 原 序 列 。 可以 使 Su 适合 下 述 性 

Bi: 之 , 64i 小 于 预先 指定 的 任意 正 数 pu 


于 是 除去 球面 半径 总 和 小 于 po 的 一 列 小 圆 外 ， 对 于 其 他 复 
Ko 与 所 有 的 了 恒 有 n(Gys ナー 0) > Rik. 从 而 对 于 这 些 避 
与 任意 正 数 & 有 


ぇ テ jn logn(r, 00, £, f = «) 


roo log 7 
> lim log 2(2Rkj "kj Oo, €> f = a) 
j>» log (ZR t 
ーーーー 人 一 577 
= lim o gR) = ì, 


ie (e+ nx; ) log C Rg) 
所 以 除去 球面 半径 总 和 可 以 任意 小 的 一 列 小 圆 外 ， 对 于 其 他 
复数 “有 


lim {lim log aCr > 6o €, f= at 4 (6.2.58) 


を っ 0 (roo log 7 
但 是 由 定理 3.9 不 难 知道 (6.2.58) 对 于 任意 复数 “成立 ,至 多 可 能 
除去 两 个 复数 例外 . 即 B 是 f(s) 的 4 级 Borel 方向 . 

系 3. RAR f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 级 2 为 有 穷 正 数 , 且 f(z) 以 
co 为 Bord 例外 值 , 则 f(z) 与 其 所 有 各 级 导数 至 少 具 有 一 条 公共 
的 Borel 方 向 . 

事实 上 由 定理 3.8, 级 为 (0 ご ぇ eo) 的 並 純 画数 至 少 存在 
一 条 Borel 方向 ， 而 由 定理 4.2 亚 纯 函 数 与 其 各 级 导数 有 相同 的 
级 .因此 对 于 PCEN = 031, 2。…・ OH =f) ) BRA 
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条 Borel 方向 By: arge =O, Ck = 0,1,2,°°°; 0S O,< 2r), 
全体 6, 至 少 有 一 个 聚 点 の *. 由 系 2 易 知 方向 age = O* 即 是 
f(z) 与 其 所 有 各 级 导数 的 公共 Bord 方向 . 


§ 6.3. 亚 纯 国 数 与 其 导数 的 公款 
Borel 方向 IL Milloux 问题 的 地 问题 

6.3.1 几 个 引 理 

在 4$ 6.2 里 我 们 看 到 , ABS ERVMBR f(x) 以 0 为 Borcl 
例外 值 , 则 其 导数 的 Borl 方 向 必 罰 函数 的 Borel 方 向 . AS 
然 会 问 是 否 函数 的 Borel 方向 是 其 导数 的 Borel 方向 呢 ? 这 就 是 
Milloux 问题 的 逆 问 题 . 

为 了 论述 这 个 间 题 ,我们 先 建 立 几 个 引 理 ， 

引 理 6.4. 设 f(z) 于 |z| < RCo) 上 亚 纯 ， 若 

N= aR, f=0) +n R,fH=1) + xR, f=), 


HERA 0 不 属于 这 轩 个 点 以 及 数 A (< a) 的 Boutroux- 


Cartan 除外 図 (7) WFR r,0<r< kh, A 


CR(N + 1) log 2R? 


Tr の ar y TORINO. (631) 


证 . 我们 仅 须 证 明 


CRON + 1) o 2R? ogt 
T, p< RD | tog IR + boat |KO)}. (63.2) 


事实 上 , 若 上 式 成 立 , 当 1K0)| <1 WR% (6.3.1). 当 上 KK021 
> 工时 出 


TOD = T (rs $) + kg) 
以 及 对 函数 で ) 应 用 (6.3.1) 式 ,也 可 立即 推 得 引 理 的 结论 . 
先 考 虑 R= 1 的 情况 .由 于 (7) 的 半径 总 和 不 超过 2e4 < 
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1 二 ,因此 在 圆 环 < le] < エエ Ae lle 与 


CRIMEA 
id 172) | = max |f(2)]. 以 直线 段 连结 原点 与 5, A (7 ) 中 


的 小 贺 则 以 相应 弧 眉 替代 相交 部 分 ， 这 样 得 曲线 苞 工 ， 位 于 (7) 
外 ,其 长 度 小 于 p + 2x(2eh) <i, 

区 分 两 种 情况 : l 

(1) Æ L EBS IG) < 1, 这 时 

Ol OEO A O +1, 


因而 
m(p, f) < logt|#(0)| + log 2. 
结合 
Np, f) < Nlog =, 
便 有 


T(p, f) < Nlog + log*|f#(0)| + log 2. (6.3.3) 


但 是 T(r, の < T(p, 力 ;, 于 是 在 这 种 情况 引 理 成 立 . 
(2) 在 し 上 存在 Zo 使 |f (zo) > 1, mMÆM O £ z 的 部 分 恒 
Bf) <1. 当 が (の | >> 1 时, 则 取 0 为 和 在 以 z 为 心 


一 | so| 为 半径 的 圆 内 郑 虑 ， 注 意 15 一 zl で (一 al) 


+ teh: 着 以 5。 表示 JOE le 一 zol < ニー -— | zj 内 的 极点 ， 


HARA n に + ュー |z0), 200 f = o). 由 Poisson-Jensen 公式 有 
m(p» f) S log* |f(Z)| 


< BETTI tL 
(= ll )—(o— lol + 404) 


x "ビデ ー |zol > zos 1) 


v AI 


ーー ター キン 一 Tel zos r) + Sts. 


为 了 估计 at 一 sols o f) ,我 们 应 必定 理 3.2 并 注意 
到 [so)1 < IO] +1, [fo] >1 以 及 aël). 于 是 
ニニ テー [sol 20 r) 
4 


<C foriog 2 + logt | 0)| + log h, 
-~ f 


* ERETO), At 


CC9t 十 1) 2 + 
mlos の マニ ーー デー lg MEERES + log*|f(0)| | 
再 结合 


W(p, の < wog そ 。 


也 得 到 (6.3.2)， 

当 R11 时 , 仅 须 命 x = R: 以 及 fe) = 人 KR) = g(t), W 
se |e] <1 上 亚 纯 , 且 

N= n(l,g=0) +n(l,g=—1) + nl, g = 0), 
原点 0 不 属于 这 多 个 点 以 及 数 和 的 Boutroux-Cattan 除外 圆 ， 按 
照 以 上 的 证 明 应 有 
1 一 一 40 一 工 ) 
R R R 


CRON + 1) 2R? + 
TD < REN Nog ee + gto] |. 


我 们 再 将 引 理 6. 转换 为 便于 应 用 的 形式 . | 
引 理 6.5, 设 1z) 于 | z| < R(<%) kei, a, v 一 1， 2,3) 为 
任意 三 个 复数 ,相互 间 的 球面 距离 大 于 一 正 数 d. F 


3 


N= a(R of = ay)» 


并 设 原点 D 不 属于 这 对 HAL A( < よー と ) 的 Boutrou- 


Cartan 除外 圆 (7)， 则 对 于 任意 的 r, 0 < 二 R， 有 


TG, p< CRALD 2R? 
Ð< R —r log HR —7) 


+ Clog = + log+ |f(0) |. (6.3.4) 


证 ,适当 调换 o 的 次 序 后 可 使 maxlas |a|) < los]. H 
于 gw?ー 1, 2, 3) 相 互 间 的 球面 距离 >d, Fa: 


oml> =1,2). 
2 
从 而 
lal < (x=1,2). 
a 


y= f(2) 一 上 ーg 3 

f(z) —a, mw 一 本 
无 妨 设 |g(0)| <1, 否则 将 a, om 互 换 即 可 ， 对 ele) 应 用 引 理 
6.4 有 


g(x 


CR(N+ 1) | 2R? 


T(r, g) < . 
(の の 一 > AR 一 の 


… 但 是 
T(r, f) < T(r, f — œ) + log*|a,| + log 2 


=T(r, 


L) + log [f(0) — e| + log las] + log? 
ーー 
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ミア (っ t=) + logt ーー ナー + log 2 
ナー es 


les 一 a| 


+ log CO) Zal + logt |æ] + loz2 


< TCr, g) + log* ， 一 四 =| + logt 
las — a fey 一 a] 

+ logt|f#(0)] + 2log gl + 3log z. 

注意 到 
logt BZA] = logt 二 FI <: log* [os | 
の 3 — 0 G3™ a, 
+ log*Ja,| + 2log2 + log* ーー ぅ 
lag 一 a,| 

于 是 


TO, の SS Tr, g) 十 Clog 2 + logt[f(0) | 
RR +A) 2K? 
Rr Rr) 
为 了 以 后 的 应 用 ,我 们 还 需要 
引 理 6.6. 设 ODF le] SS R(<%) 上 亚 纯 ， 壮 
N= n(R,f = 0) + 2(R,f=1)4+n(R,f =), 
并 设 原 点 0 与 这 % 修 点 的 距 高 有 一 正 的 下界 4, 则 对 于 任意 的 ，， 
0 二 + 二 R, 有 
CA + 1) 2R(N + 1) 
R—r log d(R —r) 
证 明 可 以 如 同 引 理 6.4 的 步 又 进行 ， 主 要 的 不 同 是 在 考虑 
R 二 1 的 情况 时 ， 先 要 以 fs) =0,1, 0 的 所 有 值 点 为 两 心 ， 


(1 -一 r) 
12CN + 1) 为 半径 作 善 通 除外 圆 ,其 总 和 记 为 (>)。 显 然 OEC7)， 


且 在 圆 环 > < | < エエ 内 存在 ls | 一 。 与 (7) 无 公共 点 ,于 
是 证 明 可 类 似 地 完成 , 
e 216» 


<c + Clog Ž + log*|/(0) |. 


Tir f) < + log* (0)[. (6.3.5) 


6.3.2, Valiron 型 的 基本 定理 


为 了 论述 Milloux 问题 的 逆 问 题 ， 下 面 再 建立 两 个 基本 定 
FEY, 

定理 64、 设 f(z) 是 |z| 1 内 的 並 鈍 函数 , mi = 1, 2, 3) 
是 三 个 复数 (其 中 可 以 有 一 个 为 co ) ,相互 间 的 球面 距离 均 大 于 d, 


0<d< > HAA 
ー | 3 
mi(l: 一 0) + Xa, f =a) <N. (6.3.6) 
i=l 


再 设 (>)， 是 相应 于 |z| < 1 内 f(z) 的 所 有 极点 六 及 数 h= 5 


的 Boutroux-Cartan 除外 圆 , 则 2) 在 ]z| < 内 取 任 意 复数 a 
的 次 数 | 


n (キッ = a\< C [x + log 1 + log*log * | f(z0)| 


+ log (6.3.7) 


其 中 Jel < 5 ERRE). 
证 ， 设 (>): 是 相应 于 jz] < 1 内 
nv(1,f = 0) 十 > n(1,f = a) 


个 点 :f(z) 的 单 零点 和 了 f(z) 的 or ACU = 1, 2,3) 及 数 4 的 
Boutroux-Cartan 除外 圆 ， 置 


(7) 一 (7) 十 (7)， 


1) FAK AN dt. 
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则 (7) 中 诸 加 的 半径 总 和 不 超过 ge FEE] AEEA 


EC), URAR <las 2 内 存在 圆周 |z 一 | 一 p 与 
(7) 没 有 公共 点 . 

区 分 两 种 情况 : 

M 在 jz 一 | Sp 上 且 在 (>) 外 恒 有 1f(s)| <1. 

这 时 对 于 jz 一 “| = p LERA t 用 直线 用 连结 si 50, 
過 () 中 的 小園 旭 以 相 記 的 弧 段 取 代 相 交 部 分 这样 得 到 则 线段 


La PARKEREN E 十 2e・ ニ ニル トー 
于 是 
HOIS ited + | fds 


< |C] +1, 


mlp, ss f) < log* | f(z) | + 1. 
为 了 寻求 No, zu 有 ) 的 一 个 合适 的 上 界 ， 我 们 注意 OK 


E jz 一 ml < p+ AEA, REDER aU 一 1, 2，3) 的 次 
数 总 和 不 超过 N. 点 a 不 属于 OW or EAC = 1, 2, 3) 
534 4 AY Boutroux-Cartan 除外 圆 ,并 且 


1 e+ se 


h = — 
256e o 32e 


应 用 引 理 6.5 有 
T(p, Zi» f) < 


CN Digg —? 


2 256e 
+ Clog = + jog げ (z) |. (6.3.8) 
HE G)| < 1 54< > we 
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了 (po， タッ p< C (N+ log +), 


从 而 
T(P» Zi» か = me, ži» か の + N(e> 41 う 
SS mes Zis t) + T(p, Zis pO 


< log* |f€z1)| + C (x + log +) 


因此 对 于 任意 复数 a 
(3 1 \. 1 {1 1 
二， 21s /一 -) < ーー エド (4. イー 4 一 -) 
. 4 
log “3 
1 
1 | 1 
< qN (ea ー) 
og 了 . 
< 17(e。 z1» f) + log*lal + log? 
log 一 - 
3 
ー ュ 
+ ie うー 


1 1 
| + log — t, 
< c [n+ be ++ logri} 


但 是 |z| <> &F |z—al <A, Fe 
“(o> = )< (ie tT) 


C Ín + log 一 + log -一 一 一 Te 7 -一 | | (6.3.9) 
(2) 在 jz 一 2| <e 上 并 在 (r) 外 存在 点 n2 使 得 |f(z2)| 
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> 1. 连结 a 与 any 8 (r) dARI EE PONE 
分 ,这 样 得 曲线 眉 二 ， 其 长 度 小 于 1。 在 工 上 存在 点 z(e 可能 
与 n EDER CG) > LEE Li, 上 有 げ Cz う | <1。 B 
HEDIS edit | Pde | < Hz +1. 
注意 っ 


13 
< | +px— 
ls) lz] P= 32° 


(6.3.10) 
于 是 l-z] < 3 SP lel < 1 内， Mocre imh 


m (z, る 3 1)< m (>, る 3 ぅ £) +m (r, Zis +) 


出 发 ,对 m (ry say) 5 m (rs zar) 分 别 应 用 Jmsem ARMA 


F 
T (r; 235 +)< T(r, 235 六 +N(r， Z3» +) 


ー N(r， z3» =) + log TOT + (っ 73s Z) 


< T(r, z3 f) + N(r, Z3» 7) + log 一 一 
人 
但 是 l 
N (r, +) =N) (-， を うぅ +) + No (r, zs» +) i 
SA (し る 3 ぅ +) + 一 i Na(rs as +) 


<p (+, る 3 ぅ +) + > T (> テリ 


FET 


从 而 


T (r, 235 +) < Ny (+, 235 +) + 2TCr, に そる r) 


+ 2log FG] + lm (r 239 l), (6.3.11) 


Sn > 239 == q < Ns 
> (2 =a) 
如 同 (6.3.8) 式 的 推导 , 当 0 < r<: = > 时 有 
T(r, z3 f) 一 c(w + log 4) + logt|/’(23)f. (6.3.12) 
根据 ny » (8 > 235 +)< N 与 alr) 
1 i 19 
Ny (>, swt) < CN (0< + < 2), (6.3.13) 


应 用 引 理 1.3， 对 于 ocra EA 


(6.3.14) 


< 10 十 4logtlogt | {(z3) | 


+ 2log* 二 + 3logt ーー 十 tiog*7 (1 nt), 
— f 


将 (6.3.12),《6.3.13) 与 (6.3.14) 代 人 (6.3.11), 并 计 及 If Cea) 
之 1, 则 得 


T (r, る 3 ぅ +)< C [n + log ー + log* log* | f(zs) | 
+1 + 1 + 1 

+ log Ll + 6jog テ ーーー + 8log” T (:, Z3, +) 
r t—r 7 


* 221 < 


应 用 引 理 2.4 消去 项 8log*7 (+, sa， +), 然后 取 一 3 便 得 


T Gre 73> 4) て と fx + log J + log+log+ |{(z3) i}. 


从 而 对 于 任意 复数 a 有 


n (£, る 3 ぅ 1 -)< CN. ” za —— ) 
32 fa 32 fal 


3) 一 
18 1 
1 toe lost 
<C lw + log 7 + log log | fCz3)| + log FG), 十 


{HH (6.3.10),|2|<—- AF |e — zal <% 内 , 从 而 


] 
n (+, \< C iN + log 1 + logtlagt | f(z3) | 
8 f-a d l 


+ log (6.3.15) 


1 
lf Czs)> 十 
定理 6.4 只 涉及 到 jz) 的 一 级 导数 ,在 普遍 的 情形 我 们 有 
定理 6.5. 设 DÆ |z] <1 内 的 亚 纯 函 数 ， a C = ], 2, 3) 
是 三 个 复数 (其 中 可 以 有 一 个 为 co ), 相 互 间 的 球面 距离 均 大 于 d, 
SAS ge FRG | 人 00 


及 数 h= a 的 Boutroux-Cartan 除外 圆 ， 若 对 某 正 整数 & 有 


iD + a) < N, (6.3.16) 
HORI FEAL 。 a 有 


n( ーー ナー -) <= Ck [N + log っ + log logt | fC 29) | 
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+ log* log* (6.3.17) 


ai] 
KaT + E Tao) all? 
其 中 Jal < Š ERREF). 
事实 上 如 同 定理 6.4 的 证 明 ， 对 于 lsl ぐ 1 内 PO er 
HA O= 1,2,3) Æ A H Boutroux-Cartan edb BY (rh, B 
(7) 一 (>) + (7). BOR 2 与 圆周 |s ーー を | =p. 区 分 以 下 两 
种 情况 : 
k 
(1) 在 jz — al <p LBECYIMER 2 7 の (1 1. 这 
时 仍 有 : 
mp» zis の < log |/€z,) | + 1。 
以 及 
T (p> zis FD < C (x + log 1), 
从 而 有 (6.3.17). 
(2) 在 一 si| <0 上 并 在 CY) 外 存在 点 n 使 得 


k 

DPS] 
连结 nn 且 在 (Y) 外 的 曲线 眉 记 为 L. 在 と 上 存在 点 a 使 得 
iD| > 1, HZ Las 上 有 SG) | <i 


j=1 


应 用 
T (. る 3 っ +) < T(r, 235 の) + (っ z3 +) 


1 ずり 
+ log PCa) | + m(r, る 3 ぅ 7 ) 
由 引 理 4.3 有 


CAN 
m (> Z3» £) < C, 1 + log* logt 


pe 1 
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+ logt i + log” — + log*T Ct, z; D} 
r 


<C; be + logt log* + log*loy* Cs うー 


: logtT (e, 235 ale 


Me cor 


+ log+ 一 + log* 
天明 便 可 如 同 定理 6.4 | ese. 


6.3.3. 应 用 


回 到 关于 公共 Borel 方向 的 问题 ,我 们 有 

定理 6.6. 设 (x) 于 开平 面 亚 纯 , 级 4 为 有 穷 正 数 ， 若 8:argz 
= 6。 是 f(z) 的 一 条 ル 人 Bod 方向 ， 并 且 在 角 域 large 一 6] 
< m (n> OW KOUDERE zo 为 单 级 Bord 例外 値 。 
- 则 B 亦 必 为 GA Bord 方 向 . 

证 ， 我 们 仅 需 考虑 ao 二 0 的 情况 . 当 ms 0 EAC) =| 
f(z) — a, BARB WE (2) 的 一 条 4 级 Borel 方向 , 且 f(z) 一 
FC). 

如 果 定 理 结论 不 成 立 , 即 BRE f(z) 的 Borel 方向 , 则 必 存 在 
角 域 |asrgz 一 | < (pz 0) 使 得 在 此 角 域 内 f(z) 有 三 个 Borel 
例外 值 a(l = 1, 2, 3). 

另 一 方面 由 定理 3.11, 人 (の 存在 一 列 4 RI 


Tije — 2] < ele], lime; = 0, 
{ows 


fim leil = 00, rps = G= 12). 
与 其 相应 地 考虑 一 列 圆 
Tile — zi] < 8e;]2;| (G =1,2, +). 
当 7 充分 大 時 , T 必然 完全 包含 在 角 域 jatgz| < ming, m) 
内 . 
对 于 每 个 充分 大 的 ヵ 置 
f(z; + 8e)]z)z) 
ge) = ge ls | . 


・224・ 


OEL < 1 AWA, BES 
3 
ny(l,g — 0) + » な (1。 g = a) 
1=1 


S mlz; Oos noo 7 = 0) + YG EP 80, m f 


= 
= a) < |z| (r C1). 
应 用 定理 64, 对 于 任意 复数 a 有 


1 a ) | T 1 
二， 86; | 2; | a oR d 


+ log*log*] g(%)| + log 1 


g(t), 


Beile; 
其 中 4 为 一 固定 正 数 ,等 于 g(/ = 1,2,3) 相 互 间 球 面 距离 的 最 小 
者 ; jal < P 且 ABFA 1 内 g( の 的 所 有 概 点 以 肥 数 


h 一 ーー 的 Boutroux-Cartan 除外 圆 。 
于 是 
ナーg) て C ls + log = 


gj | | f(z0) a | 


8sjjzj| ° 8¢;|2;| 


+ logt log* 二 | + log (ie 。 1 
| > 


(6.3.18) 
其 中 zo = z; + 86;]2;| to 
可 以 假定 glial 1， 因 为 当 了 的 半径 不 满足 这 个 条 件 时 ， 
只 须 将 它 适当 放大 即 可 。 所 以 由 球面 半径 的 定义 有 
1 8e;|z;| 
log ーー ニーーーー < 1 i 
"| Km) a E Wed al 


Se;le;l Bejiz] 


(6.3.19) 
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为 了 估计 log+log+| 帮 so)| ,我 们 应 用 Poisson-Jnsen 公式 . 当 
7 充分 大 时 显然 jzo| < ?js 让 ,因此 


log* |(20)| < see mj;|, PD 
Glaf) — Bye D 
+ ,名 a) 
其 中 b, 为 KOE < 3 上 的 所 有 概 点 。 
由 
og [Beil — Be | < 
8 | Te, [Ceo= by) 


og Glas? + Glz DQlz;1) 
3|2z;| |20— byl 


= log 5|z;] + log ーー 
,一 


ë 


得 
log* | f(z) | <5m(3]2;],f) + Geil, f= 7) log | | 


og ——_——-. 6.3.20 
AER g ja 一 bal ( ) 


为 了 估计 上 式 右 端的 最 后 的 和 数 ,我 们 回 到 * 平面 ， 命 5, = 
る 十 Belej] Bp = [gal = 1 时 ,出 


Jeo — bpl = 8e;]2;] | — Lal Z Beila Cea] — ll) 
、 1 
>8(1—B)>1. 


于 是 


og 一 一 一 一 一 = log 一 一 一 一 一 一 一 
ROEA E Teo — 3, | fP Bejlz;| lt — 2, | 


注意 % 不 属于 14| < 1 内 gC) 的 极点 与 4 一 zo- 的 除外 贺 ， 因 
此 


II [nm — al > Arties) 


18,,)<1 
Mata 


og ng = oo ) log i 
15 ,I<31 2,1 lo 一 bal h 


< Cn(3|2;|,f = ©). (6.3.21) 
将 (6.3.21) 代入 (6.3.20)。 当 7 充分 大 时 得 
log* | f(zo)| < CClog |a PTO] zl PD < ja t 
即 
log+log+ | f(z) | < CA + 1) log [zi|。 (6.3.22) 
再 将 (6.3.19), (6.3.22) 代入 (6.3.18) 有 


nT; f = a) <C al + log = + log |z;| 


十 log 


1 、 
fC)» al I 
于 是 在 Riemann 球 上 除去 一 个 半径 为 ei" 的 球面 贺 后 有 

nT; f = a) = 0O(|z;|"). 

但 是 ャ ご 2。 $ j> o 上 式 便 和 f(z) 以 I; 为 1 级 充满 贺 相 矛 
盾 . 

应 用 定理 6.5， 类 似 于 上 述 推理 可 证 

定理 6.7. 设 帮 (2) 于 开平 面 亚 纯 , 级 1 为 有 穷 正 数 ， 若 B :argz 
= Go 是 f(z) 的 一 条 1 级 Borel 方向 ,并 且 在 角 域 largz 一 | < no 
(me > OW (ARAN BM 为 Bord MIME, WB IKK 
其 各 级 导数 的 Bord 方向 . 

KB. 设 f(x) 于 开平 面 亚 纯 ,级 1 为 有 穷 正 数 ， 若 f(z) 有 一 
个 有 穷 的 . Borel 例外 值 ， 则 1(z) 与 其 各 级 导数 至 少 有 一 条 公共 
Borel 方 向 。 

在 $6.2 与 $6.3 里 我 们 看 到 对 于 亚 纯 函 数 与 其 导数 的 公共 
Borel 方向 的 问题 ,在 附加 了 某 些 条 件 后 已 经 获得 一 些 显著 成 果 . 
但 是 对 于 不 附加 任何 条 件 的 普遍 情况 ， 这 个 问题 至 今 尚未 解决 . 
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Soe WAAR Borel 方向 


在 第 一 章 里 ， 我 们 已 经 看 到 亏 值 是 模 分 布 论 中 的 一 个 重要 概 
念 , 它 的 定义 仅 与 值 点 的 模 有 关 ， 而 与 值 点 的 辐 角 无 关 . 在 第 三 章 
里 研究 的 _Berel 方向 则 是 辐 角 分 布 论 中 的 基本 概念 ， 这 两 者 之 间 
看 来 似乎 并 无 联系 , 然而 杨 乐 , 张 广 厚 “cs4 的 研究 表明 , MRA 
正 级 的 亚 纯 函 数 具 有 亏 值 ， 则 其 Borel 方向 的 分 布 必须 满足 某 种 
规律 ,同时 在 亏 值 总 数 与 Bord 方向 总 数 间 存 在 着 紧密 的 联系 . 


57.1. 精确 级 与 两 个 引 理 


7.1.1. 精确 级 


在 本 章 的 研究 里 ,我 们 将 要 用 到 一 个 重要 的 工具 一 一 精确 级 ， 
它 最 初 是 由 G. Valion 引进 的 ， 
定义 7.1. 设 f(x) 于 开平 面 亚 纯 , 级 4 为 有 穷 正 数 ，4(1) 称 为 
T(r, 用 或 f(z) 的 一 个 精确 级 ,车 
(1) 4C7) 在 [0,c0) 上 定义 , 且 非 负 、 连 续 ,以 及 hrm Cr) = 2s 


(2) 除去 可 数 个 点 外 (+) 存在 , A lim rds )log r = 0; 


(3) 当 > 适当 大 时 征 有 AOS Tr, 人， 并 且 存 在 一 列 趋 于 
eo BYTE Crs) BrP = TOt). 

PO RH T(r， 力 或 fz) 的 型 函数 , 

定理 7.1. 设 函数 f(x) 于 开平 曾 亚 纯 , 级 4 为 有 穷 正 数 ， 则 它 
存在 精确 级 . 

证 。 区 分 两 种 情况 : 

(1) 存在 + 的 一 列 趋 于 co 的 值 使 7⑦。 か テ ァ 。 

置 


= 228 。 


+ 
e(r) = max og TC 2) (7.4.1) 
ティ log x 


可 以 看 出 @Cr YAEL 0,00) AEX EAR EES TERME 
imp) 1， 使 得 9(r) 一 PETC se iret r ARERR 


M. 显然 M 中 的 值 > 同时 适合 TO, p >rt 

取 カー の ne UR a>ltr Ha RER gO) 
> qg(#1) 的 最 小 整数 . 当 0 声 + 志 时 , 置 10r) = pln). 

考察 り 

n(x) 一 a(n) 一 log3x + logst. (x = ti)» 
yx) = pl) (x >a). 

由 于 nG) 一 alr) = pr) >p a) = yl t's lim yl) = 
ーo。 MARR y= ye 与 y= wE >n 时 必 有 交点 ， 
命 m 为 第 一 个 交点 的 横 坐 标 . 

MAS ra Hy B Cr) = (71) — logar + logs. 在 此 
RALE U(r) > p(r), 且 等 号 仅 在 r= m 时 成 立 ， 

Ror2=min{MO[4,.0)}. Ar > ms WE Sr <S nht 
BUr)=9(r) 4a<r sr 时 ,根据 ”> 的 取 法 pf(r) 为 常 
数 , 于 是 4(7) 亦 为 常数 . 从 n 开始 重复 上 述 进程 , 并 且 无 限 地 
继续 下 去 . 注意 由 


ri rja È Gja S rja è a S ra a l, 


A lmr = co ,从 而 4(? ヵ ) 在 [0。co) 上 定 叉 妥 中 . 
4( ヶ ) 是 [0 co ) 上 的 连续 函数 , 非 负 .除去 在 tou OEE, 
并 且 在 每 个 小 区 间 上 或 者 Xr) = 0 或 者 V(r) = 一 -一 了 


r log rlog2r 


¥ flim r1’Cr) log r = 0. 


D 这 里 及 以 下 用 log.a 表示 logloga, 用 loga 表示 loglogloga, 
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当 rr 了 时 有 Cr) > wr) > PETEN, 并 且 


(の ニャ CO D= ee G =1,2,+++), 


X7) 是 非 增 的 函数 ,因此 jima(r) = lim pr) = 4 


(2) 4r 适当 大 时 恒 有 TOD <r. 倘若 存在 一 列 趋 于 co 
的 正 数 ( ヵ ) 使 得 T(rj, f) ー rh, WE ACr) = 2 WAR, 以下 
仅 需 考虑 当 rSrn>e NEA TO. f)<7* OBR, 

a 


bCr) = max log* Tf) (7.1.2) 


こそ log x 


显然 $(;) 是 连续 , 非 碱 的 函数 ,并 且 使 JC7) = oe Te Det 


7 构成 一 个 无 界 集 L, 
存在 充分 大 的 正 数 n> ro 使 得 如 果 以 j ERR 
yl) = 14 + logar — logaris 7(x) = (を) 
的 交点 的 最大 横 半 柄 。 旭 有 。 こ ュー DRL fron] き OB 
h=max{LO [ro sil} 
则 no 和 
又 存在 充分 大 的 正 数 yz テム 1。 PAm o RER 
y) = 4 + logar — logarzs ylx) == p(x) 
的 交点 的 最 大 横 坐 标 , 则 有 n<s 以 及 LN[r; sl デジ. B 
n = maf LN [rs 1). 
Bid wi Als. rn] 上 一 点 使 得 at logax 一 1ogs」 = Pln) 于 是 


SASKU AASS 


命 
b(t) 0S rr S55 
ur) = 4 + logsr 一 logarl near Sm, 
b(t) uy, < r < 了 23 
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根据 ;, wi 的 取 法 可 以 看 出 .4(r) 是 连续 , 非 负 的 函数 .并 且 有 
Ur) > > > の テ > lg T(r f) 


log r 
以 及 
aCe) = UD = aar の 
log 2; 


除去 so wi 外 U(r) 存在, 井上 limrd’(r) log + := 0, 


7.1.2. 两 个 引 理 


我 们 建立 两 个 引 理 , 它 们 在 本 章 的 论证 中 起 潜 重 要 作用 . 

引 理 7.1.? 设 函 数 f(x) 于 开平 面 亚 纯 ,级 4 为 有 穷 正 数 ,并 设 
av= 1,2, tts p 1S p< o0) 为 一 组 互相 浏 别 的 复数 ， 且 
eh a >00» =1, 2; p) 若 Mr) 为 f(x) 的 一 精确 

级 , 置 U(r) = r*" 以 及 记 a= min 8,5 则 必 存 在 一 列 正 数 R iG 


=1,2,.…); lim Ri ー 。 .对 于 每 个 充分 大 的 My = 1, 2 
ヵ 使 


1 i po - 
log 一 一 一 一 一 -一 一 ——UCR; oy =% +, 
ER T > -ia (R) % oo 时 
log |{CRje'?) | テー rer UCR): . oa, = 00 时 
(7.1.3) 


成立 的 値 p(0 <p < 2x) 构成 的 集 Ej, 的 測度 
mesE;, > KQ; か ん) > 0. - (7.1.4) 
于 此 K(8s ps 4) 表示 仅 依 赖 于 . 5; p。 4 的 正 数 ,例如 可 取 


bx 
5+ log 25 pe qita - 
log 二 ーー 
- 3 


1) 从 下 章 定理 8. 4 的 展 布 关系 立即 可 推出 引 理 了 i, 但 是 这 里 不 需要 展 布 关系 
确定 的 精确 的 下 界 , 证 明 也 要 简单 得 多 。 


K(8, ps 1) = (7.1.5) 
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. 证 。 根据 Mr ) 的 注 质 ， 可 以 选取 一 列 正 数 ri =1 > うろ っ ・・ ); 


lim rj = 9o ぅ 使 


lim TCris の =], 


i>e U(r;) 
对 于 每 个 固定 的 思考 察 函 re ュー いっ p). 
在 js |s 3r; E TD 一 二 的 极点 记 为 B=), 2, … 3 n(3rjs 


f= 4,))， 对 它们 应 用 Boutroux-Cartan 定理 ， 则 当 点 :位 于 至 多 
arp i= a) 个 且 半 径 总 和 不 超过 ne r BEC) IA 


mor tee) A wee 
Ll j= Pas > ($n) T Esap). 
于 此 ,我 们 取 4 = 二 ,并 记 (7) = Uw. 
EER <i ‘I< 2-， 上 且 在 (y) 外 存在 加 所]z| 一 Ri， 对 
此 圆 局 上 的 任意 点 = 有 
3r +R 1 `ò 
ーー (3 サー る 


Fr -me タフ 
+ 5 log 
i=1 


& 5m 人 rn 7 


(3 ゲー bz 
3ri(s -一 by) 


1 ) + n(3rj. f = a,)leg 57; 
—a, 


1 


cm (5752 t) 
(2 MM 7 ーー a, 
p 


1) 4 a, = co 时 , 则 考察 F(x). 
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log + 
] 3 
考虑 集合 
E= E fp:0 < p < 2x, logt 
l [IC Rie") — a,| 
1 ( 1 ) 
=> — m| Rj» 。 l. 
2 Mm \ Ri サー a, (7.1.7) 


以 CEL 表示 它 关于 [0 2=) 的 余 集 , 则 由 (7.1.6) 与 (7.1.7) 有 
m (Ris ーッ a a CPP 


1 
+ 工 | logt 一 -一 一 一 一 一 
Fa Jong oE" TERI al 


1 ー) rae 1), 
ナー 6。 2 ナー の 


m( Rp 1 \< K T (4r; 1 ) msg 
f—a, x f—a, ° 


(v= 1,2,---, p). (7.1.8) 
当 7 充分 大 时 ,一 方面 由 假设 Bla H) = 5, 宇 6， 有 


a(R, — )> È T RD TOt) > È UC); 


即 


f—4, 
(7.1.9) 
另 一 方面 由 
1 = ri o 
T (4r, ーー) = r4 if MO 


< T(4rj, か + logt|a, | + log 一 一 一 十 log 2? 


TOETA] vl 
(v= 1; 2ye D> 


1) 当 0) = 一 时 , 则 需 以 log TT 代替 leg ュー レー 
原点 Taylor 展 式 中 的 第 一 个 非 零 系 数 ， 
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并 结合 精确 级 的 性 质 可 知 


T (rs, 7 ) <2UC4r;) < HUCD 

ー a, 

; (v= 1, 2 っ >・・ う pd. (7.1.10) 
于 是 
mcs ち あー K(8, あ 4) 一 ーー 5 > 0 
5 + log 25pe ptz 

log 上 
3 


] (> 一 1, 25°65 p). (7.1.11) 
对 于 集合 EL ADEA 

1 1 i 
eee ニッ <) 


9。 
> 本 U(r) > aH —— UCR;). 
Bl E%CE;,，3 引 理 北 得 证 ， 

引 理 7.2. 设 fe) 于 开平 面 亚 纯 ,级 1 为 有 穷 正 数 . 又 设 
Bi:argz = の > Bz:atgz = Prs 0 S pi < Ppi S 2e-+ pis 为 由 原点 
发 出 的 两 条 半 直 线 ， 在 和 角 域 pi 二 argz <p 内 不 含有 fz) 的 
Borel HH. 若 存 在 一 列 正 数 Ris limR; = co 以 及 一 复数 a CA 


穷 或 否 )， 使 得 对 于 任意 正 数 6 当 i TOKE WB 4i:{Ricz: 
1 二 で q2} 上 适合 不 等 式 


1 本 
log > R" i a Xs 
R:ei?) 一 
IK je ) ao| (7.1.12) 
log | fCRje**) | > R7” 若 ap = 00 


的 值 ? 构成 集合 FE; MWEAFIER KCK RMF e) WYF 
BIER Kz 写 充 分 小 的 正 数 ， a, 可 得 一 列 曲线 段 LG > jo) 适合 
下 述 条 件 : 

(1) Li FER pi + 8a SS argz S pı — 8a, Rj —1< Jz] 


< Ri 上, 其 端点 分 别 为 retet の 与 Rye! Ba < aj < 9a), 
HEME 4, 上 的 点 而 不 属于 と , 者 , 其 編 角 p 的 值 构成 集合 , 测 
度 小 于 Kı, BH 
mes{@: Rje? E A; — Lj} < Ka (7.1.13) 
(2) 对 了 于 任意 小 的 正 数 ?， 当 了 充分 大 以 及 ze Li 时 有 不 
等 式 


1 . i—q . 
log IG) — ml > R? 当 Gy Mt Co ， 
(7.1.14) 
log jf(2)| > RP" 当 ig = 
.证 ， 无 妨 设 a = ©, T Bay 


0<e 一 L minK, K). 在 区 域 C:w」 十 8a < argz < p: 


ー ĝa 上 使 
log | (Rye?) | > Ri (7.1.15) 
成 立 的 值 9 构成 集合 Ei 有 mesE; > 5, 


我 们 将 区 域 G 分 为 V 一 | 三 | + 工 等 分 Ge 一 1 2， 


N)， 每 个 G, 的 开 度 不 超过 2w。 其 中 至 少 存在 -- 个 小 角 域 Ci 
使 得 Gj。 内 满足 (7.1.15) 的 值 ? 构 成 集合 Em A 
> > a 
2( ァ + a _- 
由 于 Bi 与 B: re f(z) 的 Borel 方向 于 是 由 定理 
3.10 F 可 以 找到 三 个 互相 判别 的 复数 Bll=1,2,3) 与 ,0<r 
<i, 使 当 ヶ OANA 


3 
Snel <Not aS agez <p a) f= oi} <r 


i=1 


记 


mesEj,, = 


3 - 
N = DS) adla] < (1 + 6a)R)N Cp + a< atgz < p: — a), 


i=l 
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f= Bi} + nl(lz| <1 + 6)R)N + a 
< arge < p — a), f = co}, 
当 7 充分 大 时 显然 % < Ri, 
。 {Ky a 1 
取 A <= min (や, の りく meg 在 区 域 
Cle] <S C1 + 6@)R;) (pi + a< atgz < p: — a) 


上 ,以 (WET BC =1, 25 AASR AD i A war 
297242 ERR IME REAC). Sle] = Ri 在 G 内 的 部 分 ， 
若 它 与 CY); 中 的 小 圆 相交 ， 则 以 (>); 在 jz| < Ri 内 的 小 弧 段 
替代 相交 部 分 ， 这 样 得 曲线 段 L. 当 了 充分 大 时 と , 位 于 区 域 
Cp, + 8a< age S p, — 8a) NCR; —1 Sze] SRDE. RAF 


除外 圆 半 径 总 和 <A< > 所 以 必定 存在 aj, 8z <0) < 9a, 使 


je? 与 Ricter 均 位 于 除外 圆 (7)) 外 。 同 装 集 41 一 内 
tetas pı < atge < pı + 9a IÈ p: — 9a << arge < p: ER 
外 图 (7Y); 内 ,所 以 当 7 充分 大 时 

mes{ p; Rje € A; — Ly} < 4h + 180 < Ka 
余下 仅 需 证 明 引 悍 结 论 的 第 2) 点 , 命 Gj。 的 平分 角 线 与 
|z| = Ri 的 交点 为 oC ao SUP a, zz 均 与 ; 有关, 为 简化 符 
号 将 下 标 i AR) MWER Tj: ls 一 zl S eR; 内 并 在 L;i 上 必 存 
在 点 si 使 
log | fCz1)| > R7”. 
若 了 , 内 且 在 L; 上 的 任意 点 为 2:， 则 
3aR, + 2aR 
log lfCz1) | < 30R — aR, m(3aR;5 Bro f) 


lo GaR; X} 一 (gi 一 (Br 一 z2)(z1 一 22) 
+ D on Ce 


< 5m(3aR;; 229 1) 十 n(3aR;, 219 の 


© 236 * 


x [log HT 1 + log 6aR; i < C( jog Rj) TC4aR;j, 225 f)s 


其 中 C 为 依赖 于 2s a, Kis K2 的 常数 . 
应 用 引 理 6.6, 当 7 充分 大 时 有 


Nene sD < (nm {58 AE) 
3 2 


+ log |fCz2) 一 Bs +C 


<C (> n(5aR;, zi = 81) + 1) 


/=1 


| (y+ (> a(SaRjs #51 = 61) +1) 
x | ーー 


h 


+ log(5aR;) + 10? + logt 


fle.) 一 二 名 | 
sg) 一 By 
+ log if(#2) 一 3| +C. 
再 由 
n(SaRi, を > f = 31) 
< afl lz] C1 + 6a)R))N Cp, + a S arge S p ~ 0),f=3} 
< (1 + 6a) R}, 
最 后 便 得 
Ry" < log ICsD] 
< Clog R,(Rilog R; + 2logt {f(z2)|). 
于 是 当 i 充分 大 时 有 
log | f(22)| > RI, 
ECARE 了 , 的 圆心 保持 在 圆周 lz) =R; 上 ， 而 顺 次 移动 
To 每 次 转动 < 角 ,至 多 转动 2N 次 ,得 到 总 数 不 超过 2W HRA 
成 的 圆 链 , 复 盖 了 曲线 段 Lj 则 如 上 逐次 北 推 后 可 知 ， WF Li 上 
的 任意 点 当 7 充分 大 时 有 
log |fCz) | > RPONTD: > Ren (7.1.16) 
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$ 7.2. Were AA Sy Borel 方 向 的 分 布 


7.2.1. 主要 结果 


在 6.1 里 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 有 穷 正 级 亚 纯 函 数 (e), H 
Borel 方向 与 单位 圆周 的 交点 构成 非 空 、 PSE. 此 外 就 不 再 服从 任 
何其 他 规律 .但 是 当 Kz) 具有 亏 值 时 情形 就 很 不 相同 了 , 杨 乐 ， 
张 广 厚 外 曾 获 得 下 述 结果 . 

定理 7.2. 没 /(z) 于 开平 面 亚 纯 , 级 1 为 有 穷 正 数 ， 若 fz) 以 
ao( 有 穷 或 否 )) 为 亏 值 , 则 当 f(x) 的 Bord 方向 多 于 一 条 时 , 必 存 在 
两 条 Borel 方向 , 其 夹 角 不 超过 T f(z) 仅 有 -~ 条 Borel 方向 

、 1 
it, 4 有 A < 3° 

证 ， 不 妨 命 a = co ,否则 仅 需 考虑 函数 Wenn 

E f(x) 有 无 穷 条 Bod 方向 (可 数 或 否 ), 则 这 些 方向 至 少 有 
一 条 极限 方向 , 因而 对 于 任意 © > 0, 存在 两 条 Eorel 方向 , HK 
角 不 超过 s。 这 时 定理 的 结论 显然 成 立 . 

£ DE (1 <9 < co) 条 Borel 方向 ,根据 引 理 7.1 存在 
两 条 相 邻 的 方向 Bo arg = Ping? Botl:atg% = Pmtl 与 一 列 正 
数 ” Ri 使 得 对 于 每 个 充分 大 的 j, 适 合 关系 式 


log |{(R;e")] > Kant) UCR;) (7.2.1) 


与 

pm CP XS Pmt 
的 值 p 组 成 的 集合 ,其 测度 大 于 ー KC, 1,2). 再 記 用 引 理 7.2, 
FEAR L 适合 该 引 理 所 述 的 结论 ， 


1) 这 里 的 一 列 正 数 实际 上 是 引 理 7.1 的 正 数 序列 (Ri) 的 子 序 列 ,为 使 符号 简化 仿 
RD 
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倘若 Bm 与 B+ 的 爽 角 不 超 辻 了 了， 则 定理 的 结论 已 经 成 
立 。 若 其 夹 角 大 于 二 ,我 们 将 由 此 出 发 导致 子 盾 ， 


不 妨 设 Pm 一 — Gag Pmt > 0), 否则 置 
Pmot Pmott 
一 
v= ze 2 


便 可 化 为 所 述 情 况 ， 取 充分 小 的 正 数 “ 使 


T 
Omoti 一 Pm, 一 Za > 7" 


“a | 
Pm 一 一 An, 则 ke > =, 


再 取 数 5, 1 二 5 二 2, 且 f(b) % 00, 作 変 換 


1 1 - 
を gk 

$= 和 一， (7.2.2) 
zt + 6k 


它 将 角 域 Dion, +a <argz < Pma — % PRAMS) <1. 
iL, 上 任意 点 为 *， 其 像 点 应 适合 


g 4 
yzy = [lelte = 


te i 
|a| fet + bt 


[o stag | 
| |z 中 + aleteo t o" 


get + 


计 有 [9| S Pm hS Pnn Bam Za), 风 


1 1 7 r 

4 |z KDK sin Re 

IE <) 一 一 一 一 一 
ー (lalt + oxy 
< la] Hanta) 
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. 7 
< ュー 7 
l 2 . 
取 
L 
rj 二 1 一 RT (7.2.3) 
L; 在 变换 (7.2.2) 下 的 象 i; BRACE S r 内. 
(7.2.2) 的 逆 変 換 妨 
_ と 
z=% ERE 


置 gCt) = 人 KK) うう). 由 于 Bm 与 Bwon 之 间 不 存在 fC) BY Borel 
方向 ;根据 定理 3.10 存在 三 个 互相 判别 的 复数 8,(v = 1,2,3) 以 
及 数 r(0 こ ャ < 1), ARESKI OERE DR): (lS R) 
N (qn + a S atez S Ma — の の 内 有 


D DCR), f =p) < Rr. 


v=] 


可 以 选取 7T 使 满足 1 之 hr ki, 


当 |8| 志 + 时 有 |s| < ミッ ーー ーー・ 因此 


(II ミーム) < 


vol 


2 は し (2 a て で ー が ナー 6} < Gy (ュー 


1 


即 対生 任意 0 恒 有 


y . 
ー ヶ . 


| Dd} alr, g = BC — 1) ds < oo。 
注意 >l, H 
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(kr 一 1 十 | 5 N(1, g8 = BCL 一 站 td 


Ops] 


3 


= (1 一 ro ts > NC ro g= gg) 一 (1 一 recite 


veil 


x DING g = 6) + | Dales = 8) 


r 
vel roy=1 


x (1 gjete a 
£ 


有 
J NG = BNI = Her < oo, 
再 由 R. Nevanlinna 第 二 基 本 定理 可 知 。 
| T(rs DC 一 r) tdr < œ, (7.2.4) 
BÆI] ご 1 内 g(&) 的 级 不 得 超过 kr 一 1. 
另 一 方面 置 
nn (tn, pam), alow, 


以 COE It] < ーー 的 每 个 极点 为 圆心 ,以 ay 为 半径 


作 除 外 圆 (>)j 其 半径 总 和 小 于 hj 
在 li 上 必 存 在 点 OC, 与 以 下 的 所 都 依赖 于 j 为 了 简化 
符号 ,将 下 标 7 省 略 ), 不 属于 C7. 事实 上 ， Li 的 端点 


R ーー よら の > R Kom, tI P 
i€ if 


在 变换 (7.2.2) 下 的 象 点 分 别 为 bis i W 


3 L Ba ai 
4R; b* cosh R;* 
> — A >] > 4h). (7.2.5) 
(RE + ky 
* + bk) 


对 于 点 刀 应 用 Poisson-Jensen 公式 


tri 
2 "i (r ) 
lo ミー ニーーーー な ニーダ 。 
sl ミー ニー の が ーーー 8 
2 
(Lin) be 
T PyS2 
HE toe a <n a) 
LEUG b,) 1 一 7 2 


+ g= c )log ED, 


f 


ORP に) 
为 gC) IE] <H ERRA. 计 及 

Et) 
与 7 充分 大 时 ,对 于 e 之 0 有 


k 
< {lel <6 nC + a < argz 


其 中 


(1 一 ヶ )* 
S Pmt — a), f5 co} < ao 
当 7 充分 大 时 有 
log |g) < i £ 7; (ee; ー =) 7 (224, e). (7.2.6) 
但 由 (7.2.1) 
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了 
sin k a 

I > Ry = | 一 一 一 

og [g(t29| i 201 一 n) > 


TRA 


; 大 1 一 1 一 外 
T (tn, 2) > c( 1 ) トー 927) 
4 1 -一 ri 1 L 
og 一 一 一 一 
1 = Ti 


即 在 上 | <1 内, g(2) 的 级 不 低 于 ha — 1. 
Aker —-l1SR—-1, Br Sia SRar <1 MPR. 这 


样 便 证 明了 Bm 与 Baan 的 夹 角 不 超过 Z 


最 后 当 f(z) 仅 有 一 条 Borel 方向 Bi:argz = pi(0 < pı < 2r) 
时 ,不 妨 命 p1 一 x。 若 4 < LMU A a> iil 
在 角 域 largz| < x — a AAE, 置 < 一 “一 于 *, 取 充 分 小 。 全 
セン 2, 完全 类 似 以 上 的 证 明 ， TOF. 于 是 定理 得 证 . 


7.2,2. 讨论 


由 定理 7.2 立即 有 
Rm KH f(z) 为 于 开平 面 亚 纯 的 有 穷 正 级 耳 数 , 且 具 有 一 个 亏 


值 ， 若 级 x 大 于 > 则 其 Borel BMBDAWA, BAH 
中 存在 两 条 ， KAREZ. 
从 这 个 系 也 可 以 推出 定理 7.2, 因此 定理 7.2 与 系 是 等 价 的 
上 述 系 包含 了 G. Valiron™ 与 M. L. Cartwrignt AY FABER: 
若 有 穷 正 级 整 函数 f(z) 的 级 1 大 于 > WIE Borel 方向 至 


少 有 两 条 . 
定理 7.2 中 函数 f(x) 有 一 个 亏 值 的 条 件 所 以 替换 为 f(z) 有 
一 个 Borel 例外 値 . 


* 243。 


定理 7.3. 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 ， 其 级 1 HAE, E fe) 
以 基 人 ze《〈《 有 穷 或 否 ) 为 Borel 例外 值 , 则 定理 7.2 结 论 也 成 立 . 

事实 上 ,定理 7.2 假定 了 (OU m 为 亏 值 ,只 是 由 于 应 用 了 
引 理 7.1, 而 引 理 7.1 的 证 明 仅 在 〈7.1.9) 中 用 了 这 个 条 件 . 当 f(z) 
以 m 为 Borel 例外 值 时 , 不 妨 命 ao = 00, 这 时 在 引 理 7.1 的 证 
明 中 代替 (7.1.9) 作 如 下 考虑 . 

当 7 充分 大 时 存在 0 过 + 二 4 使 


NCR f) < R < (2r) < U(r). 


uf 
Ip 


TR f) STO D> っ U(r)» 


便 有 


m(R;, 让 > = UC). (7.2.8) 


于 是 证 明 可 如 引 理 7.1 和 定理 7.2 的 推理 进行 . 

定理 7.2 与 7.3 中 函数 f(z) 有 一 亏 值 或 Borl 例外 值 的 假定 
可 易 为 其 导数 f(z) 有 一 亏 信和 或 Borel 例外 值 . 

定理 7.4. 设 1(z) 于 开平 面 亚 纯 ,其 级 1 为 有 穷 :下 数 . BPO) 
(4 为 任意 给 定 的 正 整 数 ) 以 某 值 a EIREAG Borl 例 
外 值 , 则 定理 7.2 结论 成 立 . 

关于 定理 7.4 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 杨 乐 、 张 广 厚 中 
的 原文 . 


$7.3， 亚 纯 函 数 的 亏 信 总 数 与 Borel 方向 总 数 


7.3.1. 亏 值 总 数 与 Borel 方向 总 数 


在 定理 1.9 里 ， 我 们 已 经 看 到 对 于 开平 面 上 鸭 超 越 亚 纯 函 数 
f(z) ,其 亏 值 是 可 数 的 ,并 且 亏 量 总 和 至 大 为 2. R. Nevanlinna Æ 
立 了 这 个 基本 定理 后 ， 他 和 很 多 学 者 都 注意 到 是 否 对 亚 纯 冰 数 附 
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加 了 某 些 条 件 能 够 使 其 亏 值 数 目 是 有 限 的 ,并 且 给 出 上 界 的 估计 . 
例如 ，R. Nevanlinna 兽 猜 测 有 穷 级 的 亚 纯 负数 ， 其 亏 值 数 目 是 
有 穷 的 ， 他 还 相应 于 有 关 渐 近 值 数目 的 著名 的 Denjoy 猜测 ,提出 
是 否 级 为 4(0 ご ぇ < co) 的 整 函数 的 有 穷 亏 值 总 数 不 超过 24、 

” 国 绕 着 亏 值 数目 有 很 多 研究 工作 首先 ，A. Pfluger 证 明 
T: 若 人 <co) 级 整 函数 的 总 亏 量 恰 为 2, 则 它 至 多 有 2 十 1 个 乞 
值 。 稍 后 ，G. Valiron 证 明了 震级 亚 纯 函 数 诗 黎 只 有 一 个 亏 值 . 
而 A. A. Topet 则 构造 了 具有 无 穷 个 亏 全 的 有 穷 级 亚 纯 函 
数 的 例子 ,这 就 说 明了 仅 用 亚 纯 函数 的 级 ( 即 函数 的 增长 性 ), 不 可 
REAR SAR. 

六 十 年 代 初 。 A. Edrei 与 W. H. J. Fuchs" 研究 了 ー 美 特 
殊 的 亚 纯 函 数 的 亏 什 总数， 这 类 函数 的 零点 与 极点 需 服 从 某 些 限 
制 。 此 外 ,他 们 在 关于 亏 量 关系 的 研究 中 ,也 曾 得 到 其 他 特殊 情况 
下 亚 纯 函 数 的 亏 值 总 数 的 结果 ，1966 年 , H. y》，Aparcnan 中 证 明 
了 存在 级 等 于 从 2 为 大 于 1T72 的 任意 数 ) 的 整 滔 数 , 具 有 无 穷 个 
SH. 这 就 否定 了 上 述 R，Nevanlinna 的 猜测 ， 1969 年 , A. 
Weitsman? 把 A. Pfluger 的 结果 推广 到 亚 纯 函 数 ， 近 年 来 仍 有 一 
些 研究 工作 涉及 到 亏 值 数 目的 问题 ,例如 A. Edi, 杨 乐 与 张 广 
厚 &9 

这 里 ;我们 着 重 介绍 有 人 穷 正 级 亚 纯 函 数 的 污 值 数目 与 Borel 方 
向 数目 间 的 联系 ( 杨 乐 与 张 广 厚 叫 ). 

定理 7.5. 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 级 4 为 有 突 正 数 , 车 记 f(z) 
TERRO p, f(z) 的 Borel 方向 总 数 为 gq, lll pS q. 

证 ,根据 定理 3.8, 有 穷 正 级 的 亚 纯 函 数 至 少 存在 一 条 Borel 方 
向 ,因此 421. 

当 q= co 时 ,定理 结论 显然 成 立 . 

“1l<qg< co 时 ,如 果 定 理 结论 不 成 立 , 有 lp 之 g 十 1， 我 
们 将 由 此 出 发 导致 矛盾 . 

在 1(z) 的 p 个 亏 值 中 任 取 9 +1 个 , 记 为 

av = 1,2,...,g+1), 8a, 1) = 6,> 0, 
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8 = min 6,. 
l&v&g+1 


无 妨 设 a= 1, 2;…，9 十 1) 均 为 有 穷 , 因 为 在 相反 的 情况 下 


仅 需 代替 f(z) iis PAR re RÆ ICASE). Z 


然 人 (の Sa TERNA, Borel 方向 总 数 也 相同 ,并 县 


了 二 本 SERJE A. 


id f(x) 的 9 条 Borel 方向 为 Bm: argz = Onn = 1, 2,.…， 
BOS gi pp < 2m; Gy = 2e + Gi)» UR Ur) 
A f(x) 的 一 精确 级 , UC) = POO. WEASEL f(a) 和 9 十 1 
SSK av =1,2,°+°,5 9 十 1), 可 得 一 贯 正 数 Rijs 

lim R; = œ, 


当 了 充分 大 时 (以 下 所 有 的 讨论 都 在 Aok ABBA 
述 ) 使 
? 
TR — a > zm UCR) 
(y=1,2,...,g++1) (7.3.1) 
成立 的 値 p(0 S< p <2) 构成 的 集合 Er HME 
mesE;y > K(8,qg +154) GS=1,2,..…, g++ 1). (7.3.2) 


于 此 
bx 


5 + log25(g + Le) prr 
log -+ 
3. 


K(8,g +1,4) = 


于 是 在 4 个 角 域 Pm < atgz < Omit = 1, 2’, 4) 中 至 
少 有 一 个 ,例如 Gi: Pm, < argz < Pts 以 及 R; 的 子 序列 Ras 
GMB AV: {2: la] = Ris vn ご argz < Pn 41} 上 适合 关系 式 


log UCR > Rie Ce > 0) (7.3.3) 


1 
[fC Rie?) — a |7 が 


的 Pp 的 值 构成 集合 ,测度 大 于 K8 q +1,4), 
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对 于 fe) RSE a1, f(z) 相 邻 的 两 条 Borel 方向 
Br,:argz = Pn? Br +1: atge = Pmt) 


数列 Ra 以 及 正常 数 
K,=K,= ー を (あす 1,2) 


Wy FG 5 | 7.2, USF FED NA ERIE a AI AR LP. 
对 于 任意 正 数 q LP 上 所 有 的 点 x 都 适合 不 等 式 


log > Ri, . (7.3.4) 


1 
HO) 一 a] 
并 且 mes{p: Rape Ee AP — LP) < JKG, q4 1,1). 


取 d= lap 一 asl, 47 充分 大 时 可 使 


min 
イイ たっ | 
Rint Rim? d 
max{ e-r}, eg 年 }< 了 


THEME LP 上 的 点 = 必 不 能 满足 不 等 式 


1 _ 
log ーーー > Rs = 2。3・…。2 十 1)、 (735 
Tal i Cv q +1). (7.3.5) 


事实 上 , 若 点 ze LP H a(2<ySqt+ DEARER), 
则 与 (7.3.4) 相 结合 , 便 推 得 下 列 矛 盾 的 关系 式 
dS [a — an| < far —~ f(z) + Co 一 中 | 
eR ed, 
于 是 在 角 域 Gi 内 ,使 不 等 式 ] 

log Ee Lal > Ry" (7.3.6) 
成 立 的 点 2 = Rae? 应 含 于 集 4 加 一 LL 从 内 ， 从 而 使 不 等 式 
(7.3.6) 成 立 的 值 elp < e < 2) 构 成 集合 ,测度 也 小 于 


TKO, q +1, 2), 


但 是 Ra 是 R; 的 子 列 ,根据 (7.3.1) 与 《7.3.2) ,使 (7.3.6) 成 立 的 
T pO <p < 到 2) 构成 集合 ,其 测度 应 大 于 KC, 9 十 1。 2), 
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因此 在 开平 面 除去 G1 后 所 余下 的 9 一 1 个 角 域 
Pm < AEZ L Pnailm = 1,25 m — 1 md+1,..., gq) 
内 ,至 少 有 一 个 ,例如 Gz: Pn, < args < pms 以 及 Ra 的 子 序列 
Ris EME AYP {Ru : Om, <P < gmtj 上 适合 关系 式 


1 > -8 u(R,) > Ri: (7.3.7) 


log 一 一 一 一 一 一 一 一 
[fC Ryze?) — a| ae 


的 9 的 值 构成 集合 , 测度 大 于 A K(8,q+1,4). 
对 于 IRSE ap, (BAIA Borel 方向 


お 。・arg を = Pm, B yyy LBS = Pn,+is 


数列 Rg 以 及 正 的 常数 

Ki= kK, = = KG, g+1,2)s 
应 用 引 理 7.2 则 对 于 充分 小 的 任意 正 数 o, 可 得 一 询 曲 线段 LY, 
对 于 任意 正 数 n L? 上 所 有 的 点 * 都 适合 不 等 式 


log 


1 sR 
LO 738) 


并 且 
mes{p:Rpe? € AP — LP} < っ K(8, g +1, 2). 


i EAA ee と だ 上 所 有 的 点々 必 不 能満 足 不等式 


log——— 1 > Ri = 153545003 g +1). (7.3.9) 
JFC) — a,| 


于 是 在 GC» 一 1， 2) 内 使 


1 
log ーー > RY" 7.3.10 
E LICR pet) 一 as| z ( ) 


成 立 的 点 z = Ree? METE AP LYA Min tiene X(7.3.10) 
成 立 的 值 p(e。 < 9 < Oma) 构成 的 集合 ;测度 小 于 


ー KG, g+1,4) (=1,2). 
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但 是 Rp 是 Ri 的 子 序列 ,根据 (7.3.1) 与 (7.3.2), 使 (7.3.10) 成 立 
的 值 pO S p < 2x) 构 成 的 集合 ,其 测度 大 于 K qg 十 1, 2). 

因此 在 开平 面 除 去 GO =1,2) 后 所 余下 的 4q 一 2 TAR 
Pm L ABE < Parnlm = m M2) 内， 又 至 少 有 一 个 ， 例 如 Gr A 
有 类 似 的 性 质 . . 

如 此 继续 下 去 , 则 对 于 q ASE a,(v = 1,2, +++, q)» 相应 
地 就 有 4 个 角 域 G,: Pn, て argz で Only = 1。2。…・。 g) ER 
相交 。 对 于 每 个 G,， 有 一 列 数 Rp。 HP Ry 是 Ri; 的 子 序列 ， 
Rial = 1, 2 9 一 1) 是 Ri 的 子 序 列 , 以 及 相应 的 一 列 曲 
线段 工 馈 ， 使 得 对 于 任意 正 数 p LP 上 所 有 难点 > 适合 不 等 式 


1 
log —_——_-_—. > Ry? 7.3.11 
の al シー C ) 


而 不 能 适合 不 等 式 


1 
log- > Rize 
Ke 一 a,l 


(u=1,2, av= l, v +l, 0 十 1)，(7.3.12) 
并 且 


mes{ gp: Rj? € AY? — LY} < ー ke, 4 + 1, 2). 


Fik, AY RILE (Rive sm, < P < Paai). 
从 而 在 Gv = 1, 2。…。 DKE 


log > Rys (7.3.13) 


1 
Ce の 一 gn 
成 立 的 值 9 构成 集合 ,其 测度 所 meo; Ric? AR — LY} 
< 2K, g +1, 4). 


由 于 4 条 Borel 方向 B。:argz = gn(m 二 上 ,2,-…,q) 只 能 
构成 4 个 相 邻 的 ( 即 形 如 pw < argz < pm41) 互 不 相交 的 角 域 , 所 
以 每 个 GO 一 1, 2。 …・。 2) 分別 与 上 述 g 个 角 中 的 一 个 重合 . 
从 而 
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(Ue)u(Uz-) 


覆盖 了 开平 面 ， 因 此 使 (7.3.13) 成 立 的 值 p(0 <¢ < 2x) 构成 的 
合 基 測 度 


4 


< >} mes{p: Rigei? € AY — LY) < K(5,9 +154). 


但 是 Rig 是 Ri 的 子 序 列 , 根 据 (7.3.1) 与 (7.3.2 使 (7.3.13) 成 
立 的 值 p(0 Sp < 2x) 构 成 的 集合 的 测度 应 大 于 E, qg 十 1, 4)， 
这 样 便 推 得 矛盾 . 即 p 之 tl 的 假定 不 能 成 立 ， 定 理 送 得 证 . 


7.3.2. 补充 


定理 7.5 中 的 不等式 pS 9 按照 下 述 意义 是 准确 的 : 任 给 正 
整数 >, 存 在 有 穷 正 级 的 亚 纯 函 数 f(x) ,其 亏 值 数目 和 Borel 方 
向 数目 4 都 等 于 . MINER 7.5 结论 中 的 等 号 或 立 . 

FREH n= 1 时 函数 


ft) = [I (1 ー =) (7.3.14) 


便 符合 要求 . 这 时 类 似 于 以 下 引 理 8.9 的 计算 ,对 于 任意 正 数 s 
在 g<argz ご 2z 一 sg 内 有 


log |} Cre##)| = (xcos 3 だ + olri). (7.3.15) 


于 是 7(z) 的 级 为 1 / 2 (VERAZ CU0% fh. 根据 引 理 
7.1 与 (7.3.15)，f(z) 不 再 具有 任何 有 穷 亏 值 ， 即 ”一 1。 REE 
理 3.8, f(z) 至 少 有 一 条 Bod 方向 ,但 是 (7.3.15, 式 说 明了 10) 
仅 能 以 正 实 轴 为 其 Borel 方向 , 即 g=1. 改 p=4g=1. 

当 ”一 2 时 ,e* 就 提供 了 这 样 的 例子 ， 它 的 级 为 1， 具 有 两 
个 亏 值 0 和 co ,两 条 Borel JAHE HEM. K 一 4 一 2， 

当 = 之 2 时 ,考虑 函数 
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JaA) (7.3.16) 
Er i P Jkznkt1 
222 1 2 1 kenk 
Wy )= at is heir (+e +1), 
1 (2) _ 本 = (一 1)*z*A 


aa ll 
k=0 kir ( atk ト 1 ) 
可以 征 明 f(A > f(z) BE n 个 亏 值 。 


Gk+Dai 
7 


ls tetesan — 1), BI p= n fA 2 & Borel 方向 
argz = kE Ck = 0,1; 


(k = 0, 
ぅ な 一 1 )。・ 
Al gq 二 ws。 从 而 p = gq 二 n. 证 明 这 些 事实 时 要 用 到 一 些 渐 近 展 
式 , 这 里 我 们 就 不 作 具 体 演 算 了 . 
对 于 级 较 高 的 有 穷 级 亚 纯 函 数 ,可 以 获得 比较 精密 的 结果 . 


psal. 


定理 7.6. 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 级 1 为 有 穷 正 数 . 
亏 值 总 数 为 p,f(x) 的 Borel 方向 总 数 为 4。 Ha > +i 


id 代り 的 
证 , 当 g= co 时 定理 结论 显然 成 立 . 


当 4< co 时 如 果 定 理 结论 不 成 立 , 即 po 9 一 1, 在 fs) 
的 亏 值 中 任 取 4 个 , 记 为 a,(v = 1,2,73 q)» 8( 2。, の >0. 牌 


5 = min O(a», 万 《如同 定理 7.5, 无 妨 假定 a 均 为 有 穷 值 ), 又 记 
f(z) 的 9 条 Borel 方向 为 B。:argz = Palm = 1, 2, 


pi pp 2 Pari = 2a + Q). 


+, 430 < 
类 似 定理 7.5 证 明 中 的 推理 ,相应 于 4 个 亏 值 a, 便 有 4 个 互 
不 相交 的 角 域 Gy: Pn, < argz < Pmt» 一 1，2，…'， q). 对 于 
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每 个 G,, 有 一 列 趋 于 oo 的 正 数 Ry» 以 及 相应 的 一 列 曲 线段 LY, 
适合 引 理 7.2 的 结论 .如 同 定理 7.2 的 证 明 可 知 で, 的 开 度 不 超过 


7 即 


an — Pm < — (vy =1,2, +++, 4). 


4 
5 (Pmt — Pm,) S 2 一 ミー ニー2z. 
pei a À 


但 是 开平 面 为 9 条 Borel 方向 Bs《m = 1, 2 … 4) 恰巧 分 
为 2 个 角 域 G(r 一 1，2:-……， q) 从 而 


>, (pw AH ーー Pm) = 2x, 、 
这 个 互相 矛盾 的 事实 便 证 有 明 也 决 不 能 大 于 4 一 1， 


$ 7.4. 整 函数 的 亏 值 总 数 与 Borel 
方 癌 总 数 以 及 级 的 关系 
7.4.1. 几 个 引 理 

为 了 对 整 函 数 获得 进一步 的 结果 ， 我 们 必须 建立 几 个 引 理 2. 
引 理 7.3. 设 fs) 为 (0 4 co) 级 整 函数 , 7) 为 人 (の 的 

一 精确 级 , 置 0(r) =r, Mik 

By:argz = 91, By:argz = 9,10 S pi < p: S 2r + 1) 

为 两 条 由 原点 发 出 的 半 直 线 ， 在 角 域 pi < argz < gz 内 不 含有 
f(z) 的 Borel 方向 . 若 存在 有 穷 复数 ay, EMT 以 及 一 列 正 数 R; 
lim R; = 00 ,使 得 在 弧 段 A;: Rye: <p < Pr} 上 适合 不 等 式 
log (Re) — ao] < —UCR,) (7.4.1) 
的 Pp 值 构 成 的 集合 Ep 其 测度 大 于 正 数 KORRAT i) WHF 

1) 关于 $7.4.， 请 参阅 声乐 , 张 广 厚 c。 
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充分 小 的 正 数 e 和 大 于 1 的 正 数 Q, 9<< 元 ; 当 i 充分 大 时 在 区 


域 Di: (2 Ri < Jel < QR; NC + 10a < arge < p, — 100) LË 


n 


log HO) 一 a| < GT 


UCR;) (7.4.2) 


以 及 
ーー- 。、 7 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
log Po の] < Dpr UCR) 
+ log kt {(22)"} (k=1,2, e), (7.43) 
其 中 
Ni = | +1, N= [X22 +40, 
= BGT oe (7.4.4) 
i. Roa, 使 


0<e< min (£, B21), 
32 20 


ERIR Gipi + 8a < arge < pi 一 8e 上 适合 不 等 式 (7.4.1) 的 9 
值 构成 集合 的 测度 大 于 天。 将 G 分 为 Ni 一 | 三 | + 1 个 相等 的 
小角 域 Cp = 1, 2。…。 N) 每 个 G, 的 开 度 不 超过 2c. 对 于 
每 个 i 存在 w= li), 使 得 Ga。 内 适合 (7.4.1) 式 的 中 值 构成 集 
` K’ a , 
合 的 测度 大 于 2 GG ey Mw +a) ~K. 
由 于 Bi 与 お ZERA SOR Bod 方向 ， 于 是 根据 定 
理 3.10 存在 两 个 互相 判别 的 有 穷 复数 7 一 1, DIr <r 


。253。 


<A 使 当 ヶ 充分 大 时 有 


Pd | < r) Np. + a Sage Sp, aj = hr, 


i=1 
id 
2 


= 2, zt(lsl < O + 6a)R;) N Cp: + aS args < 


=1 
— a), j= bi} + (lel < Ci + 6a) PN 
to +a<argze< g: — a), f = a}; 
r= — KÉ _ 
80(2e + 1Xx + a)” 
EKR Clz1< C1 + 6a)R) Nlp + a< arg: < p: — a) 内 ;以 
f(z) 一 bi = 1, 2) 与 f(z) 一 ao 的 每 个 零点 为 国 心 ， oi h 


1 
为 半径 作 普 通 除 外 圆 A EB AAA Cr a 


命 G,。 的 平分 线 与 jz| =R; 的 交点 为 ms* id Tj AA 
© je — z| SaR;. 
位 于 Pi 内 且 在 《7) 外 的 任意 点 为 x,， 作 变换 
z = z, + 5aR,f, (7.4.5) 


这 时 f(2) = f(z, + SaR t) = FC) ROP (7) 在 “平面 的 象 
IIE (r)i 
Pata < 内 FC 一 四 的 零点 为 PC = 1, Dyess m) 


出 Boutroux-Cartan 定理 有 
I iz 人 £| >h", 
至 多 除去 m 个 小 圆 Oo 其 半径 总 和 不 超过 2h. C) 在 变换 
(7.4.5) 下 的 原 象 记 为 (7 Jo 
由 于 (7 50O) 的 直径 总 和 不 超过 


10haR; + 4eh + SaR; = — ER 
38(x + a) 
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而 在 Gr 内 使 (7.4. 1) 成 立 的 点 集 具有 测度 大 于 一 Ri 所 以 


2s an :十 o 
在 T， 内 存在 点 za 位 于 (7 与 (7 外 , 且 使 (7.4.1) 成 立 ， 在 变 
换 (7.4.5) 下 ，zs BRATA t W | 如 | <i, 如 位 于 (7% 与 
(ry): 外 , 且 


log | F(Z) — ao| < —nUCR)). 
应 用 Poisson-Jensen 公式 则 


342 
vet <> 5n(3, L) 
|F) a) 3 2 5 F—a4 
5 5 
2 
= — Bos 
+ >) log =) 
* — (ls — 8) 
3 1 3 1 2 
<5 (2, )+ — 3 ) 一 一 
AS "(3 F— ay h 


< (5 + 41g 2) T ($, 1 ) 
ん 5 F 一 90 


% 了 界 陣 7( +), 応用 引 理 66。 政 R= 1 M 
` 一 a 


1 1 1 
<T 4 F — a み 」 一 ao bi 一 das 
5 1 _ 1 _ 1 

F — ay ヵ 。 一 aq bı — a 
| 1 
+ log | 一 一 ニ ーーーーーー |+D 


i F(0)— ag 一 
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i=l 


<c (Puls F= 4) +1) 


(> a(l, F =b) + 1) 

x jog で キーーーーーーーー ズ + jog 10 

ntl ; ] 

+ 21o +t の 。 
® FCO a 

FULD RMF 2o。 や b, 的 常数 . 
由 于 


Sat F=p)= >» (ls 一 ai <5aR;, f = Br) 
{= 


< 5 {Clel < Cl + 6a)R; JN Cp + aS arge < 
f=1 


ーーg う チー P< (1 + 6a)'R} Gi >, 
以 及 
nm < RY! G > jo)» 
THEY / 充分 大 时 可 使 


c (> ちゃ ー め の 1) 


7 デュ 


| (る n(l, F = hn) +1) 


x a + wei +D 


ml | 


n 
eo 
从 而 


a z UR) < (s + 4log 二 2 \ iog = 


Fay al ` 
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BẸ 


1 7 | 
log 一 -一 > ーーーーーーーー 一 - U((R). (7.4.7) 
Is) 一 a 4(5 + 410g 2.) 


在 域 G 内 ,使 Ti 的 圆心 保持 在 圆周 lel = R; 上 而 向 两 边 顺 次 转 
动 Ti, 每 次 转动 & 角 ,至 多 转动 IN, 次 , 得 到 总 煞 不 超过 2Ni 的 
圆 组 成 的 区 域 Tz REWA). T: BATER 


3 ) 
NN (p+ 8a S argz < p: — 8a), 
如 上 逐步 递 推 后 可 知 ,对 于 Ts 中 的 任意 点 2. RB zkr) 当 
i 充分 大 时 便 有 


3 G 
(r, -2 7 aR; < |z |< R; + 


”了 


1 . a, 
log ーーーーーー- > ーーーーーーーーーーーーーー UCR 
JfCz) — a! 2 \ 
0 {a (5 + se 人) 
Bp 
-— UR 
(一 ag| < e も Greee9 す . (7.4.8) 


将 除外 圆 (7) 分 为 两 类 : (>)u 与 (7)w.(7)n 中 所 有 的 小 加 
wes TA, Cu NES Ps 的 边界 相交 ,由 最 大 模 原理 ， 
< で (7a 时 (7.4.8) 式 仍 成 立 ， 注 意 到 (7)s HA DAWE 


不 超过 104aR; ご s5; ,Ts 一 (Ju 便 覆盖 了 区 域 
(stele +8) 


ntw + Da < arga <a—¥a), 


所 以 在 此 区 域 上 有 


log | f(z) — a| < — 了 


| 4 (s + 4log 2 


U(R,). 
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设 zy = Rye 为 
Ciz] = ADT(w + a < args <P, — 2.) 
THERA. EADH 


Pile — l < Tile — l < < 0 


EERE [ret R; <r < (Q + 20)R) 上 顺 次 移动 To SUE 
动 “Ri 的 距离 ,至 多 移动 m= [LD] + 40 次, WETE 


MERR. RIE BRE {rem (ユー2c) R< < Rj} 上 顺 次 


BAT), 每 次 移动 2 の WER BSBA N: 次 ,也 覆盖 了 整个 直 
线段 | 
an FALE AOS OR BY DEREK It 
+ 1 
D: {5 一 a )R; < Iz| < (0 + a)R;} 


N Cp: + 9a S argz < p: — 9a) 
上 有 


log |f(z) 一 ml < TGs tg の 0(R). (7.4.9) 
4 (5 + 4log 2) 
对 于 区 域 - 
Di:(g | < oR, \N Cp: + 10a < argz << p; — 10a) 
上 的 任意 点 《， 作 图 
lz =] < っ っ Rjs 


ESTAR D; 内 ,应 用 Cauchy KER M 
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max| f(z) 一 go| 
CE) | Sky ML RSL e (7.410) 
(2%) . 
20 
由 (7.4.9),(7.4.10) 两 式 即 可 推 得 (7.4.3)， 

引 理 74. 设 域 G 为 (4 三 Jz] < a) N Cp rgg < pO n 
<LO, Sp L p < 24+ 1), v= 1, 2) 为 G 的 边界 
属于 |z| 一 加 的 部 分 . # Wole, r,, GX = 1, 2) 表 示 G 中 的 点 
z= re? 关于 Tr, 相对 于 G 的 调和 测度 ?, 则 


ti av, 
4 (4) 


wlz, Tis G)<—— 


in 3 
x [1 ーー (+ PT, | 
r 


(7.4.11) 


aa 
wlz, Ta G) S ——— 2, (7.4.12) 


证 .对 于 ws Ti G), 只 需 作 一 自 变 数 的 倒数 变换 , 便 可 化 归 
o(2,T:, G) 的 情况 ,因此 仅 需 对 ole, Ti，G) 作 出 估计 
以 C 表示 区 域 (|z| < 2) Co < argz < p), M] 
olz, T2; G) < w(z, T: G’). 
作 変 換 


z Ce ュー の 
t= tinm fe ; i. ‘y 
TH で kA 
D:(Itl < DN(- < aet < Z), 


将 n RAKE 


1) 关于 调和 测度 可 参阅 Tonyarar0 或 Nevanlinna, 
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sl =Dn( 一 テー ast <=), 
于 是 
olz, EP G’) = w(t, S, D). 


但 若 以 6 表示 点 上 关于 直径 E= 0N <a <i) 的 张 角 的 
补 角 , 则 


w(t, Ss D) = 26 


因此 
wo(2z,T,G)< 二 lee: $ 7 十 afctg | 
< 二 (一 二 ゴー) = 45 
xl +y l-n (1 一 7?) 
a [INe 
< 4 ‘(a) 


引 理 7.5. 设 (A 4(0 二 4 二 oo) RMB, rA f(x) 
的 一 精确 级 , BUCr) = rO, Xt B。:atgz = pulm = 1, 2, 3, 
4; 0L PL pL pL p L p t 2x) 为 四 条 由 原点 发 出 的 半 直 
线 , EAR G1: pi 二 argz 二 qi 与 Grp, < argz < p, 内 不 含有 
HAH Bord 方向 ， 若 存在 两 个 判别 的 有 穷 复数 <〈 ヵ =1, 2) 与 
ER nK 以 及 一 列 正 数 Rj，lim Ri = co ,使 得 


mesE{p:91< p< pzs log [fC Rye”) — a| < —7U CR; )} > K’ 


(7.4.13) 
与 
mesE{ p: p; < の < Pı log |fCRje'?) 一 a| < —nC CR} >K’, 
| (7.4.14) 


则 B, 与 Bs 以 及 B, 与 BRABANT. B 
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m 
ーー の ュー P2 テー 


(pı + 2x) 一 p, > ーー 


证 . 假设 引 理 结论 不 成 立 , 例 如 gs 一 pm ご 我 们 将 由 此 出 


发 而 导致 矛盾 . 
取 适 当 小 的 正 数 “使 


Pa P + Wa < E, 


EAR G = 1, 2) 内 分 别 应 用 引 理 7.3, 则 当 7 充分 大 时 ,有 


log |f( Rye) — a] < — ーー テーーーー 2N tN. UCR;), 
{4(5 + 4 log 2} oe 
A. 
(7.4.15) 
log Re — a) < al CR); 


{4 4(5 + 4 log = 2 


(7.4.16) 
以 及 对 于 0, 1< 9 一 > 在 直线 段 
(2 < lz] < OR; )N Garez = p: — の 
5 
(< lel < OR; )N (argz = g; -- 10a) 
上 有 | 
log |f C) | < ーー UCR;) 
| 11 (5 + 4 log 2.)h 
+ log 22, (7.4.17) 


aR; 
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其 中 Ny, No A 由 (7.4.4) 确 定 . 
设 入 为 待定 的 正 数 ， 且 ex > 36， 考 察 扇形 区 域 


N 
D:{( 8 <s]: s e®R; )N Cez 一 10a < argz <3 Ps + ie 


其 边界 记 为 T. Nid 
— R; , 
r= rn( 和 i lz] < 36R;), 


rT,= TN(|z| = eXR;)> 


rs=rn(lsl = Ži), (7.4.18) 
デー テザー (U r,) 


Æ Rece D, Wj 


4 
log 17’ CRje!*) | に 5 co( Re", Ty» D) 


val 


` max (log |f (2) |). (7.4.19) 


以 下 将 对 上 式 右 端的 诺 因子 进行 估计 ， 
id が 区域 | 
(< je] < 36R; )N Cpa — 10g < argz < p; + 10a), 
边界 为 I’; T; = が (lg = 36R;)> 
orn (tel = Ri 
r= rn (lz =%), 


则 
5 o (R; T,, D S 5 wÇ Re, Ta D). 
»=2 A=? 
友 用 引 理 7.4.77 Cpa + 10a) — (p: 一 10a) S 2x, NRJ 
> ol Rie'?, Tas の) 
mea 


. 26? © 


从 而 


wo (Re, Ti D) > > 


由 引 理 7.4 还 有 


(Gr 


; —— 
wC Rje, F2» D) <S Oe ta 5 


| /LN 
1 | 


( 1 ) 
4 \ oR 
w( Rie", To D) < ——AS -ae 


A-G) 


当 7 充分 大 时 ,在 (7.4.17) 中 取 0 = 36 有 
max log | f'(z) | < —K*U(R;) 


ee 7 1 


2 NAN]12NirNa |? 
| 4 (s + 4103 Ż)} 


max log IF] <0. 
(HEAD ERB, 4 ” 充分 大 时 有 
max log MOIES デー m(2r, F) = 3m(2r, f) 
m r Ë m r 
<3 fm Orsi) +m(2, < Qr, f). 


从 而 当 j 充分 大 时 有 
max log げ (の 1 < 4m(2e™Rjs f) < 8(2e"}'U(R), 
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max log |f Cz) | < 4m(2e R; f) < 5UCR;). 


将 以 上 这 些 估计 代 回 (7.4.19) 便 得 


xU(R;). 
yee a 0, RINT 


P3 — Pı + 200 


K* 


一 _ FO -N x 
ーー 2 + 24 け 4。 y ( 的 一 9Pz 十 20c り + 10g えーー K 


-+ 


从 而 
log If (Rie) | < -£ UCR). 


eS IN BE (lz| = R) Alp — 10a S argz S p: + 10a) R 
分 ,有 
[fC Rei") 一 FCR jerm] 
< IR e E E —> 
1% 5(7.4.15), (7.4.16) 48 FB. 


0 (一 co)， (7.4.20) 


74.2. 整 函数 的 亏 值 总 数 与 Borel 方 向 品数 


现在 我 们 证 明 
定理 7.7. 设 f(z) 为 X0 て 4 ぐ co) 级 整 函数 ， 若 记 K*) 的 有 


B55 (6 BY p 1(2) 的 Bod 方向 总 数 为 9， 则 P<. 


证 .根据 定理 3.8, 有 穷 正 级 整 函 数 至 少 存在 一 条 Borel 方向 ， 
因而 9 之 1, 

当 ?一 oo 时 ,定理 的 结论 是 显然 的 . 

当 4 一 1 时 , 根据 定理 7.5，、 有 穷 正 级 亚 纯 肖 数 的 亏 值 总 数 
不 得 超过 其 Bod 方向 总 数 。 現在 人 z) 是 整 函 数 ,oo 基 一 介 号 合 
于 是 这 时 f(x) 不 再 有 有 穷 亏 值 。 
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当 2 < ご co 时 ,假设 定理 结论 不 成 立 , 即 p> 了 ,于 是 可 


以 取出 KK の 的 [| + 1 个 互相 判别 的 有 穷 亏 值 


4,(» = 1,2，……， |2] + 1), 


tE Cas f) =3,>0. Bo= min 8, 记 He) 的 4 条 


eve] 5 ft 
Borel 方向 为 Bu:argg = pn (m = 1, 2,2, g 9S Qi< gx 
< < Poa = 2e + pi). 
根据 引 理 7.1, 存 在 一 列 正 数 Rj, limR; = ©, 41 充分 大 时 
チー の 


《以 下 的 论证 都 在 7 充分 大 時 逃 行 不 毎 次 杉 述 ) 合 


1 
log 一 ーー ニーーーー- > —— U(R;) 
Re 一 a, | >g 


(» = 1。 2。 =, |2] + 1) (7.4.21) 


成立 的 PO さ ゅ 2 る ァ ) 値 的 集合 其 測 度 均 大 手 正 数 


K=K(e, | 了 | +1,4 ) 


于 此 Ur) =, Mr) BION MAR. 
在 4 个 角 域 Pm = argz < Pint (m = 1, クッ ・・・ う DHENE 
一 个 ,例如 Gil:gm で atgez< Pma 以 及 R; 的 子 序列 Ras lim 


Rj = co 。 使 得 弧 段 : (Ene P, Om < p < Pm srt 上 适合 关系 式 


log — UC(Ry1) 


FR) 一 @ | > oH 


的 9 値 的 集合 。 其 测度 大 于 >. 


Ma, fi 0<a< TA 对 于 7(z)。 有 穷 复数 a FR G1， 
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数列 Ras ER K = ー 应 用 引 理 7.3 (Be = 2), WEIL 


{Rne On, + 100< p< My 41 — LCa} 
LA 


1 5 
log Rae) — al > PT CE U(R;), 
A (7.4.22) 
其 中 
K 


EE 
FRE G 内 使 不等式 


1 
log -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 TCR 
og Rae) an Po KA 


Pree |2] +1) 
之 一 成 立 的 点 = = Rae, 其 e 值 构成 集合 的 测 用 至 多 为 
20g こう. 从 而 在 开平 面 除去 Gi 后 所 余下 的 w 一 1 个 角 域 
Pr < args で Purl = 1, 23e m —1,m. +1, g) 


中 至 少 有 一 个 ,例如 Gr: Om, で argz で Ona» 以 及 Rn 的 子 序列 
Riz» lim R; = Ws 使 得 在 弧 段 { Rae: Pn, で の で Pm CLEAR 


RA 


1 
log ニテ ーー ニーーーーー テー ニー U(R;. 
oa Rey al pR UCR 


的 9 值 构成 集合 ,其 测度 大 于 5, 


如 上 对 f(z), z G2, 数 列 Riz» 天 一 一 K 应 用 引 理 7.3 WEI 


BE{ Rye? Pn, + 10e で の < Pm, +1 一 10a} LA 
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1 @ 
log 一 一 一 -一 -一 一 一 > ーー 
Rae ol anf a(s + tog 2 


AR G 与 Gi 不 能 相 邻 .事实 上 ,如 若 不 然 , 例 如 
一 = min (£, 2 
Pm, = Pm WE n を a 
而 考虑 角 域 GPa < arge < Pua — E 与 Giga E< atgz 
< Pm 对 于 1(z)， 两 个 判别 的 有 穷 复数 as a 以 及 角 域 
Gina, K-K 
Gis Crm = yer > K 24 


U(Rj2). 


(7.4.23) 


MASE 75, Te Gi 的 任意 边 与 G 的 任意 沁 的 炎 角 不 小 于 


TT 


= 


2e = (On, +8) — Pn — €) 之 


这 与 8 的 取法 相 矛 盾 . 
在 GiUG。 内 。 使 不等式 


log 


1 
> UCR; 
CR ay] ™ Zr UR) 


(4 > io » = 3545005 [| +1) 


之 一 成 立 的 点 z= Rae*， 其 中 值 构成 集合 的 测 变 至 多 为 


40e < 2%, 
q 


从 而 在 开平 面 除去 G1, Gz 后 所 余下 的 ¢—2 个 角 域 mm argz 
< Pulm ちの) 内 至 少 有 一 个 ,例如 G3: Pm, < afgz < Pm,» 
以 及 Rp 的 子 序列 Rs. OF a 具有 类 似 的 性 质 ， 如 上 可 证 Cs 
与 Gi Gi BABS. 


将 此 步 又 继续 下 去 ,相应 于 | 了 | + 1 人 人 
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(v= 1, 2,005, [| 十 1) 


便 存 在 [2] + 1 个 角 域 Guigm。 < argz その 


(251, 2s; | +1) 


以 及 一 列 正 数 Rifgj lm R pay, = O EREE 
[R jaat” Pa, + 100 < P< gan— 100} 


上 有 
1 8 


log — ーー > 
o WOR ae —a,| 24 せ 4 | 4 (s + 4log 2y™ 


[z] 


xX UCR, [3] aw (v= 1,25, [4] 十 1). (7.4.24) 


这 [E] 41 Mee 6。 BARR. TRIAS, EaR Borel 方 


向 B 将 开平 面 分 为 9 个 角 域 Pn < argz< gnn(m = 1,2, 

… 9) ,其 中 至 多 只 有 | | ARERR ERES. aE 
推 得 矛盾 ,定理 即 得 证 . 

定理 7.7 结论 中 的 估计 式 p< っ 是 精确 的 , 例如 对 于 任意 正 


整数 w, 我 们 可 以 举 出 有 穷 正 级 的 整 函数 ,其 有 穷 亏 值 总 数 等 于 n, 
而 其 Borel 方向 总 数 等 于 2 ヵ . 
事实 上 ,n == 1 时 e 就 提供 了 这 样 的 例子 ，e* 的 级 为 1, 它 
有 一 个 有 穷 亏 值 0, 有 两 条 Bod Hi: EMM. 4aoS2 时 
BAR 
Kò = | ear, 


可 以 看 出 ， 对 于 任意 小 的 正 数 8 EAR 


© 268 + 


[ags -| < テーs (= 1,2,32) 
n 2n 


上 f(z) 一 致 地 趋向 于 . 


并 且 
一 一- (1 + 0(1)). (7.4.25) 


ュー 


m(r, 4) 2a + o0) |”, conta 
m +E 


ナー 4 2 
a 
x _ 46) 


一 +a + oe(1)) a( - 


>+ ①)( エ ー テ ) ァ (1 = 1, 2,+++5n). 


类 似 地 在 角 域 
(21 —1)2 
arga — 


<7 —s (l= 1, 2, n) 
n 2n 


Al) SUT co ,并 且 
f(z) = [i eras = U oA 400), (7.4.26) 
ng 


于 是 
mrs N= Qa, 


Min f(z) 的 级 为 Ns Ha n 个 有 穷 亏 值 aCi = 1, 2 ・・5 n) 
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5(a1, め = = 


另 一 方面 , f(x) =e" 有 2n 条 Borel 方向 : 
argz ~ (k=1, 2。・ー・。 An), 


根据 定理 6.3 的 系 2, 这 些 半 直 线 也 是 f(z) 的 Bed 方向 ， 再 根据 
fa 的 渐 近 性 质 (7.4.25) 与 (7.4.26) 可 知 f(z) 没 有 其 他 的 Borel 方 
I. Ale ORE 2x 条 Borel FIA. 


7.4.3. 整 函数 的 亏 值 总 数 与 级 


倘若 我 们 假定 有 穷 正 级 整 函数 的 Borel 方向 数目 有 穷 ， 则 还 
可 以 使 亏 值 数 目 与 级 相 联 系 . 

定理 7.8. 設 j(x) 为 X(0 で ぇ ご oo) 级 整 函数 ， 若 Kz) 的 
Borel 方向 总 数 9 有 穷 , 则 (OMAHA TERR ぁ 24. 


证 . 当 1 >> 时 ,假设 定理 结论 不 成 立 ; 则 在 f(x) 的 有 穷 亏 


值 中 可 取出 p'(2R Sp’ < 00) 个 ;互相 判别 , 记 为 gy = 1,2， 
eop) 又 记 了 f(z) 的 4 条 Borel 方向 为 Bn:args = pnCm = 1， 
2 OS OSES L Pa € Pan = 2u to). MAE 
理 7.7 证 明 的 推理 ,相应 于 p PS aO = 1, 2,*…, p) 存在 
六 个 角 域 Gr pm, < argz < Pm 互 不 相交 , 互 不 相 邻 ,以 及 存在 
一 列 正 数 Rjs， lim Rp = 0, HAREM BE (Pye: Pn, + 10a 
で の で Pay 一 l0e} LA 
人 


lfCR; rei?) —a,| a+ í る 3N, 
? 2 {a(s + 4log-Ż)} 
@=1, 2) p) (7.4.27) 
于 此 ， a 为 充分 小 的 正 数 ， 


a< min (=, Pati — Pe), Ni = [=| +1, 
1<m<a \20 グ 40 a 


log 
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h= —— K, 
80(2e + Dlr + a)q 

K = K(8, の > 1)， U(r) = hy, 4(7) 是 (x) 的 一 精确 级 . 

无 妨 设 0 S Pn, < got amn で pp 
で Pray て の = 2 十 go 否则 只 要 将 aO = 1, 2 つが) 
重新 编号 即 可 ， 对 于 G。 和 Gu So <p’, Gra = Gi), BR 
f(z), 复数 dy 和 aytis 

8 


= 3N,? 
par | 4 (s + tlog 2)} ' 


K' = min (Pen ~ Pn) 


8 = min [8(a,, f)}> 
levep’ 


lame 2 
应 用 引 理 7.5, M G, 的 任意 边 和 Gr 的 任意 过 的 夹 角 不 小 于 
ーー All 


Pmsp — Pmt > E @ =1, 257085 が )。 

于 是 

pr 

sr 
>» (Pry ts 一 Pray ti) >p 本 >= 2r, 
»=i 
从 而 
bf pr 

>, 14 T Pmt) + DACAR ーー Ph) 2> 2x, (7.4.28) 
v=1 v=] 


HELERSREW EAMES 2*。 这 样 便 在 1 > MEIT 
定理 . 

当 1 去 村 时 ,如 果 f(z) 有 有 穷 亏 值 , 则 取出 一 个 记 为 g. 对 
f(z) 与 它 的 两 个 亏 值 oo 与 a 应 用 引 理 7.1 可 知 存在 一 列 趋 于 co 的 
正 数 R’, 对 于 每 个 充分 大 的 7 和 é= min( 9( oo。 ps 9( a, の ), 使 
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8 


log | fCRje*?) | > T UCR;) (7.4.29) 
以 及 
1 6 


分 别 成 立 的 值 w(0 Sep < 2x) 构成 的 两 个 集合 的 测度 都 大 于 一 
个 确定 的 正 数 天 . 

由 于 f(x) 的 Borel 方向 B,,:atgz 一 pn(m 一 1,2,…,g) 是 
BAR, 于 是 存在 角 域 设 为 Gip < argz <p: 以 及 R; OTF 
列 R; 使 得 对 每 个 j 适合 


> —_ u(R,) 


1 
log -一 一 -一 一 
fC Rye?) — al zat 


HE plp < o < p) 构成 的 集合 的 测度 大 于 ーー・ 再 应 用 引 理 


7.3, 对 于 充分 小 的 正 数 a 和 大 于 1 的 正 数 0,0 < 二 当 i 充分 
大 时 在 区 域 

Di jel < oR, )N Cp + 10a S arge S p: — 10a) 
上 有 


log |f(z) — a] < — è ーー U(R;). 


2^ 2N +N, 
2444 1 4 (s + 4log = I} 


其 中 N,N, h 仍 如 (7.4.4) 确 定 . 
取 充 分 小 的 正 数 “使 pit 2e — p +200 < 一， 在 一 


(7.4.31) 


l0a < arge < pı + l0e 十 2x 内, 如同 引 理 7.5， 设 N 为 待定 的 正 
MA ev > 36, 考察 区 域 


D. (< lel S eR; )N Cor — 10e S argz < pı + 10a + 2x), 
e 
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ELEA T. TO ー1。 2, 3, 4) C7.4.18) Barz. 
若 Rje” € D, Wy 
log [fC Rje'?) 一 a] = 5 w(R,e'?,T,, D) 


X max( log |f C2) 一 al). (7.4.32) 


仍 应 用 引 理 7.5 中 的 估计 
1 


w (Rie, Tis D) > > 
: — aN 
w(Rje™, Da, D) < 2e miーmz 寺 2z 十 20 , 


_N 
wo (Rjei?, 35 D) < 2e 2 


当 7 充分 大 时 ,在 (7.4.31) 中 取 O = 36, 有 
max |f (2) ー a| < —K*U(R;) 


6 


- っ NIN NG 
pe 4 (s + 4log 二 外 


max |f (2) —a| <0. 
f(z) FE 4 RRM. + 充分 大 时 ,有 
ティ m (2r, f — a) 


K* = 


3 


取 の =e" 时 ,有 


max log F aj S 


= 3m(2r, f) + 0(1). 
Kitt4 了 充分 大 时 ,有 
max log F) — a| < 3m(2e™R,, f) + 0(1) 
ー < 4(2e*)U(R,), 
max log [f(2) 一 a < 3m(2e-*R,, f) + 0(1) 
l < 4U(R;). 
将 以 上 这 些 估计 代 回 (7,4.32), 便 得 
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log |f(Rye’”) 一 al 
x — -N 
< i + nt, N Gana 2 ) + 8e ‘| UCR). 
2 


注意 p, + 2x — p, + 20g >11, 取 充 分 大 可 使 


n N * 
_ K* + 2443, ーー の Tha つう 十 8e 2 一 -K 


因此 对 于 pp; 一 10e <p < p+ a+ le, 有 


log (Re の — a| < K" UCR). 


结合 到 (7.4.31) 可 知 在 lz] = Ri 上 一 致 地 有 fe) >a, E 
是 CR;) 是 (Rj) 的 子 序列 , 这 与 在 |z] = Ri 上 使 (7.4.29) 成 立 的 值 
FP 构成 正 测 度 集 相 了 矛盾 . 
从 定理 7.8 的 证 明 不 难看 出 ，Borel 方向 数目 为 有 穷 的 条 件 可 
以 放宽 为 : KO 的 所 有 Borel 方向 与 正 实 轴 的 夹 角 
p09 < 2x) 
值 的 导 集 构成 零 测度 集 ， 对 于 级 


71<= 上 


2 


的 整 函数 fe), MONEE 8.6 的 系 2 可 以 知道 不 需要 任何 其 
他 条 件 , (AREA AS S. 

杨 乐 ; 张 广 厚 曾 经 把 定理 7.7 与 定理 7.8 推进 到 包括 f(z) 的 各 
级 导数 与 原水 数 的 有 穷 非 零 亏 值 数 旦 的 情况 ， 

关于 有 穷 下 级 的 整 函数 与 亚 纯 函 数 ， 张 广 厚 外 曾 对 其 亏 值 数 
目 ， Julia 方向 的 数目 与 渐 近 值 数目 阅 的 关系 作 了 较 多 的 研究 ,有 
兴趣 的 读者 请 阅读 原文 . 


BNE JRA RABI 


近 二 十 多 年 来 ,在 亚 纯 函 数值 分 布 理论 的 新 发 展 中 ,许多 结果 
BAK TEMS BO. . 

Ki) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 计数 ，a 为 一 任意 复数 .在 第 
一 章 思 我 们 已 经 知道 , 称 a fe) 的 一 个 亏 值 ,者 


1 

m(+, T7) 

ala, N = lm so. 
D r>a TG, の > 

那么 Oa, 办 二 0 的 实质 又 是 什么 呢 ? ”粗略 地 看 来 ， 它 是 指 对 于 
每 个 适当 大 的 + E, 在 圆周 |z| 一 + 上 f(z) 十 分 “接近 ” 寺 4 的 
点 必须 "很 多 ”.。 在 本 章 里 我 们 将 精确 地 描述 这 个 事实 , 即 证 明 所 
谓 展 布 关系 ,并 论述 它 在 一 些 间 题 上 的 应 用 . 


§8.1. Pólya 峰 及 其 存在 性 


8.1.1. 定义 和 引 理 


为 了 以 后 的 需要 ;我们 先 引信 Pólya 巍 的 概念 , 它 在 函数 值 分 
布 论 的 近代 研究 中 具有 重要 的 作用 ， 以 下 这 种 形式 的 Polya 峰 首 
先是 由 A.Edre 引进 的 . 
定义 8.1. 设 函数 人 zx) 于 开平 面 亚 纯 , FRAR.. 一 个 正 数 
序列 (ra) 称 为 fz) 的 4 级 Polya 峰 序列 或 简称 为 Pelya 峰 。 若 相 
应 地 有 三 个 序列 O), Cr), E) 适合 条 件 
ri 00, Tir 00, > 00, 4 > Oj > 00). (8.1.1) 
rj rj 
并 且 当 y<<) 时 有 
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TG, か 
Ped <a + ei) (4 -Y (8.1.2) 


在 证 明 f(z) 的 4 级 Polya 蜂 存 在 之 前 , 我们 建立 两 个 引 理 ， 
引 理 8.1. 设 p( の , (の 是 在 t> t EXM ERE, 
以 已 是 非 减 的 ,并 且 


lim pl) = 00, (8.1.3) 
im 262 =0, (8.1.4) 
则 对 于 任 给 的 正 数 ro = to» 存在 值 r> ro 使 得 
ep) <p) asrar) (8.1.5) 
与 
geo < pe Gr). (8.1.6) 


证 ， 由 于 (8.1.3), 存 在 m> r 使 
plm) = :a PO. 


gn 是 >n 时 的 连续 正 值 通 数 ， 并 且 满 足 (8.1.4), 于 是 存在 


#1 之 Ug 使 . 
pa) max w( の 1.7 
play) >u の (の (8.1.7) 
因为 ep) 连续 , FE r, w&r <u, 使 得 
p(r) = mak p(t) = max PD. (8.1.8) 


因 此 (8.1.5) 成 立 . 再 由 (8.1.7), (s. 1 8), rim 以 及 あの 是 非 
减 函数 , 故 当 ! 之 wm 时 有 


pt) < elm) < w⑦) 


b(t) pu) の 
引 理 8.2. 设 pO te n> 0 上 定义 的 连续 非 减 函数 ， 若 
存在 数 g 和 r 使 得 0 こ gr, HE 
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iim 2 = o, (8.1.9) 


t>o ど 


jm £0 = 9, (8.1.10) 


Poo rr 


则 对 于 任 给 的 正 数 re > w FEB r> r 使 
EO < 2e) (n<i<r*), (8.1.11) 


证 ， 由 (8.1.9) 存 在 n> re 使 得 


LD max je, i}, (8.1.12) 
rı tn * 
根据 (8.1.10) 可 以 选取 r 使 
gr) < ri 以 及 > re, (8.1.13) 
i 
73 一 "F, (8.1.14) 


有 4 これ < ヵ nn る HF EY 是 1> AER, 
存在 rsnSr<air3, (FE 


PO) max LO, (8.1.15) 
rr netery f° 
比较 (8.1.12) 与 (8.1.15) 两 式 有 
er) 59) (EE (8.1.16) 
rF 天 


为 了 证 明 (8.1.16) 对 于 ちょ < 7 成立 > RIVERS w( の 
是 非 减 的 ,于 是 由 (8.1.13),(8.1.14) 与 (8.1.127 上 有 


p(t) < plr2) < sir 
ri 


故 当 rgS 1S, 時 有 
?0 < 2) < 2O, (8.1.17) 


ri rf 
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Fe 2 (8.1.16) 与 (8.1.17?), 即 知 (8.1.11) 当 0 S2 S r 肘 成立 


但 


于 是 (8.1.11) 对 于 no<i< RY. 
8.1.2. Pólya 峰 的 存在 性 . 


定理 8.1. 设 函数 信 z) 于 开平 面 亚 纯 ,下 级 Kt 有 穷 , 则 存在 一 个 


正 数 序列 便 得 
im な ー oo ,并 且 对 于 | 全， ?| 上 的 任意 值 :有 


1 


TENA) (ETO, 


i 


其 中 lime; = 0, 
j>% 


证 ， 选 取 单 调 递 降 的 正 数 序列 8j 二 一 (j=2 


Clog j} 
区 分 两 种 情况 . 
《1) (NWR 2 = a. 
ER ヵ > 0. 当 ra 取 定 后 ,我 们 将 选取 zi。 
对 于 每 个 固定 的 b AF 
tim Lf — o, lim ちの 


t>o “žij z>% pa ej 


aS 
p(t) = TOD, ゅ (の = i, 


(8.1.18) 


则 它们 满足 引 理 8.1 的 条件 于 是 存在 カー mal, ri) 适合 


TON < Trh (Siri), 


tj rj €j 


TOD) < Ti, Gr). 


prti riti 


(8.1.19) 


(8.1.20) 


当 gijn 时 有 
H 


max (=) 。 (y) < j = eT, 
于 是 从 (8.1.19) 与 (8.1.20) 有 
TODS eee (LY TG f) (# <1< irs). (8.1.21) 


Hlime em 一 1， 这 时 定理 结论 已 经 成 立 . 


frm 


(2) f(z) 的 级 i> az, 

取 jn 适当 大 使 了 宇和 时 有 < メー 一 a FFM ri, > 0, 4 
ri 之 fo 十 1) 选 定 后 ， RAVER fi。 对 于 每 个 国定 的 j, H 
于 

im oD = oo。 


t>o phere; 
lim TUP — 9, 
サガ 
Be ln = TG f)» c=g + os r=g tE 则 它们 满足 引 
理 8.2 的 条 件 ,于 是 存在 ロー marl が) 适合 
TG, Th < Ten. の ac cer ). 


pete; 


MELZERA. 
$8.2. T* RR 
#.2.1.7* 函数 的 定义 与 连续 性 


A.Baernstein 证 明 展 布 关系 时 , 关键 在 于 引进 了 一 个 重要 的 辅 
助 活 数 ,他 称 之 为 7* 函数 . 后 来 7* 函数 在 最 小 模 问题 , 单 叶 函 
数 的 系数 估计 上 面 也 取得 了 应 用 。 请 先 述 其 定义 。 
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定义 8.2. 设 函数 作 z) 于 开平 而 亚 纯 , 不 恒 为 (， 对 于 
3 一 rel 0<r<oo K0, 
m*(z) = sup A | log 177 の )1Zp。 (8.2.1) 
E 27 JR 


这 里 的 上 确 界 是 对 (一 x, =) 上 的 测度 为 26 的 所 有 的 可 测 集 有 来 取 
的 . 


再 置 
T*(2) = m*(z) + NC |z], f. (8.2.2) 
显然 7*(?) 在 
H = {z:Imz > 0,7 * 0} 
上 有 定义 ,并 且 对 于 0 て ヵ ヶ マ oo 
T(r, f) = sup T*(re’™), 


NC, f) =T*(r), 
以 及 由 Jensen 公式 有 


u(r t) = reer +0. 


这 里 C 为 仅 依 于 了 的 常数 ， 

T*(z) 最 重要 的 性 质 是 它 是 互 上 的 连续 药 次 : 骨 和 函数， 在 这 
一 小 节 里 我 们 先 证 明 其 连续 性 ,为 此 需要 下 述 引 型 ， 

引 理 8.3. 设 Xs) 于 开平 面 亚 纯 ,不 恒 为 0. m'e) 由 (8.2.1) 定 
Xo z= re”, 则 必 存 在 测度 为 26 的 可 测 集 瑟 使 


m*(z) = È | log Ce の le 


证, 当 6 二 0 或 06= 一 x 了 时, 引 理 8,3 的 结 诊 是 显然 的 。 当 
0 二 6 二 x NRO HAR 
AG) = mes{ p: log (ze の 1 > #}, 
容易 看 出 4 の 是 一 の 二 :< 十 oo 上 定义 的 非 增 函数 ,在 每 一 点 
z 右 半 连续 ， 当 上 从 一 co 增加 到 十 co 时 , aCe) 从 2z 減少 到 0. 于 
是 存在 点 如 一 co そ ぁ oo。 使 
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Mint) = A(t.) < 20 Slo), 


其 中 
4( ヵ 十 ) = limi), 4( ヵ 一 ) = lima (e). 
a 
A = {9: log [fre®)| > a}, 
B = {ọ: log Ce の | > to}, 
则 


mesA = A(t), mesB = i(10 — 0), ACB, 
在 [一 x, a] LERA EE 
mesE = 26, ACECB, 
则 互 便 满足 引 理 的 要 求 ， 
事实 上 , 若 在 [一 x, x] LAA F, mesF = 26, 则 


| los Ce の lm = | Uog re の 1ー jp + 28m 
< | mato, log |fCre??) | — to}dp 4- 26%, 
~ | {log (ze の — to}dp + 26% 


= | log Lire) Ide. 


这 就 证 明了 引 悍 结论 ， 

定理 8.2. 设 函 数 万 x) 于 开平 面 亚 纯 , 不 恒 为 0, 则 由 (8.2.2) 定 
MAN T*(z) Æ H= {z; Imz > 0, z = 0} LER. 

w. HTAA t= reh, 0r <0, 0S0 Sa 根据 引 理 
8.3 存在 [一 x, z] 的 子 集 E,mesE = 20, 使 得 


pt の = エエ | eiCe の lge 


记 f(z) = fe ih fila), f(z) 为 整 函数 ,没有 公共 零点 ， 
则 
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7*( う ーー | tog [ire dp + NC, 
2n JE 


= 1 ヵ ( ef?) ーー 1 
= 元 | log hee ag +N (7 5 +). 
注意 

N (r, +) = an log lfCre!?) |do + て 


则 


To) = | lre の la 


+ x |。 log | が ze の 12 ゅ + CC). (8.2.3) 


为 了 证 明 7*(z) 在 互 上 的 连续 性 ,区 分 两 种 情况 . 

(1) 在 平面 上 , KOM LOMRAS A. ER 
0<R <R: <0, 显然 log |fi(z)| 和 log | が (<) MH Ri lel 
< R, 上 的 连续 函数 ， 设 x= rye, az 一 re, RSS 
< Rae AMF 21. FER Ey, mesE: = 20, 使 


T*(2) = | ge の le 
+ と | ce, 8 Ihre) lap + C. 


取 适 当 小 的 正 数 ð, 当 |e: 一 zı] <6 时 ,可 以 从 El 拼 上 或 去 掉 
一 个 小 集合 。， 获 得 测度 为 29: 的 集合 BE. 仅 著 虑 前 一 种 情况 
E= EUe, (后 一 种 情况 E= Ba 一。 与 此 类 似 .) 根 据 定义 


TG S21) tog lfa) lag + AOs の 
T rE 
= +) lg lh Ge lap + 2 f log lire la + C 
Zx JE, > Za d CE, 


= 二 | log |fiCrae'?) | dp + = | 1og (ze の [dp 
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+ 1 | log | な (ze の ldp 
ファ ACE, 


-4 | sg 14C) lap + C. 
因此 
TC = THe) < È | Cog IA の | 


— log |fiCrie’”) dp + 1f Clog |£ Crie") | 
2x JCE, 


ー log Ifa Crac") Dap — È | log 11C") lag 


1 ip 
+ 4 | tog jae の je. 


由 log [f(z], tog li€2)| Æ Ri < le] s Ri 上 的 一 致 连 
续 性 ,以 及 当 lz 一 | で 5 时 有 
1 一 ri] <3, 
mese = |0; — 0,| <lazal” <- 6. 
Ry 2 2h, 
FETE Te) —T2)<e. 同样 可 证 当 la—al<6 时 
有 了 *(z2) 一 T*(m) <e. 这 就 证 明了 T*(x) 在 互 上 的 连续 性 . 
(2) 在 = 平面 上 Al) 和 hO AFA. 
这 时 我 们 可 以 用 连续 函数 来 遐 近 它 们 , 对 二 R< |z| で 
与 充分 小 的 正 数 8 有 


Caslog 14) 1) = 2; |) log Ge + の leogk 


类 似 地 可 定义 4slog |]h(z)| 与 4slog [fAC2) |. HT log AC) 
log |fs(z)| 是 下 调和 函数 , 则 
Aslog |f,Cz)| > log (の | (R= 1,2). 
以 下 为 符号 简便 计 ， 我 们 命 四 一 log |fi|, #2 = log |f,J. u 
= u, — u T*QG) = T*(z,u) 这 时 (8.2.3) 化 为 T*(z,4) 一 c(u) 
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| (7eP)Z の + エ 1 (7e?)2p。 (8.2.3) 二 是 
2a JE 2 Ick 


T*(z,4) 一 C(u) = 一 an u(reir)adqp + 1f uret dp 
2a rE 2a CE 
< 1f Asul re) dp + i | Asu,(re!?)dp 
2x JE 2 ファ JCE 


< T*(2, Agu) 一 CCAsu). 
对 于 re", Rı<r <R,, <Ir, 选取 E’ tE mesE’ = 20, 
以 及 (8.2.3) 对 于 E 与 Aau 成 立 , 则 


T*(2, Aw) 一 C(Asu) = > |。 Asuilre'r) dg 
m 


+ = | 4aa(re の ae。 
男 一 方面 可 以 看 出 
T*(z, 4) 一 C(u) 


1 | ; 1 | | 
azee)gp ++ lo) 
7 le iCre'? de デー og OTE dg 


>i 


| mlre'®)dp + 1f の (Ze ゆ )2 の 。 
2m JE 2a / CE 
于 是 


< T*(z, Aju) — C(Agu) — T*(2, u) + Clu) 


< È Cau ー の Cc の ze 
2a JE 
+ し (Aan 一 4,)(re'®)dp 


1 

ファ 
1 . 
<> | (Agu, 一 u,)(re'*)dp 
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十 二 | (A su, — ui)(rei?)dp 
Xxx 


= 二 {G(r, Ast) 一 G(r, u) + G(r, Asu) 
ー Glr, m)}. (8.2.4) 
这 里 
G(r, u) 一 Ce の ee. 


以 下 我 们 将 证 明 
lmGlr, As) = G(r, m) (k=1,2) (825 


并 且 在 Ri<r< R 上 是 一 臻 趋向 于 上 述 极 限 ， 由 (8.2.4) 与 
(8.2.5) 可 知 在 Ry < |z| < RW, T*(z,4) 一 Cw) 是 T*(z, Asu) 
— C(4Asw) 一 致 趋 近 的 极限 ， 对 于 每 个 5,Asui 与 Aei: 是 连续 函 
数 , 根 所 情況 (1)7*(z。 Aau) 一 C Aw) HEAR. AEN 
一 致 趋 近 的 极限 函数 T*( 2,0) 一 Cu) PRES AR. 

为 了 证 明 (8.2.5), 我 们 注意 到 


6 x (x 
G(r, Asu) = = | tdt | 20) UACre' 4- te) da, 
x8? Jo -x -x 
但 是 对 于 O< 1 <8 有 
| a|” ure + ee)Zco 
= | do|" upre + efe+ の deo 
= | GClr + te'?|,4,)do 


< 2asup{ G(s, ug): js — r] <8}, 
于 是 
G(r, Asta) < sup{G(s, 4): |s — r| <8} (k= 1, 2), | 
因此 对 于 任 给 的 s > 0, 4 Oe 4M, 无论? 为 (Ri, Rd) 中 的 
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什么 值 都 有 
G(r, Aste) G(r, up) +8 (k=1, 2). 
另 一 方面 从 Gr, 4) 的 定义 易 知 
G(r, uy) < Gr, Astr). (k=1,72) 
这 就 证 明了 (8.2.5) 式 . 从 而 T*(z, %) 的 连续 性 完 从 得 证 . 


8.2.2. T* 函数 的 下 调和 性 

我 们 再 证 明 7* 函数 在 上 半 和 平面 除 去 原点 外 是 :下 调和 函数 。 
为 此 也 需要 一 个 引 理 . 

命 工 为 单位 加 圆周 上 全 体 点 构成 的 集合 {0,0 << 2x}. 
対 手 7 的 一 子 集 E, HE, 表示 集合 e+ の e E), ERREA 
{ei‘0-5). eE), 

引 理 8.4. 若 E 为 工 的 一 可 测 子 集 , H 0< meE < 2r, WF 
在 正 数 5 使 得 当 OMe <8 时 有 

mes{ EN E-.} < mesE — 28. (8.2.6) 

证 .倘若 E 是 一 个 区 闻 ， 或 者 是 与 一 个 区 间 仅 相差 一 个 零 测 
ÈE, 则 当 8 适当 小 时 引 理 的 结论 是 显然 的 。 当 了 7 不 是 上 迷 情 況 
时 ， 必 存在 点 0 で それ ご ム ご そる で そら で 2z。 EG a, a, 是 CE 
(ニー アー ち ぢ ) 的 密度 妨 1 的 点 り 。 bn 2 是 的 密度 为 1 的 点 ， 取 
点 < 使 < で sz。 EXA ERREARI sg テ 0 时 


(xc + g)X( ヵ 一 €)dt 

0 
a b, と 

< | X(t + g)gz + | え (z 一 g) み + f XG + €)ds 
e by bi 

= [x + g)gz 一 | XG + g) み 7 + | X(t — e)dt 
6 ute bts 

= [ X(t + e)dt 十 | (の gz 一 [ (の 2g:。 

mE poe 


由 于 a 是 CE 的 密度 为 1 的 点 , 2 是 的 密度 为 1 的 点 ， 


1) 参阅 Haramcom[1,286 頂 ]。 
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于 是 存在 正 数 5 使 当 O<e <8 时 有 


a,te E 
| X(Ndi < っ : 


| X(Ndr > = E. 
从 而 
ze+ xG ar< | XG Hede (82.7) 
类 似 地 由 
| XC + XG Dd < | x + dae 
十 X(t — g)2z + 二 X(1 + e)dz 
可 得 l 
XG +e)XCt—e)dr< (Px +eldt—eé 


O<e<a). (8.2.8) 
结合 (8.2.7),(8.2.8) 两 式 , 当 0 二 8 二 5 RNA 


mes (E, N E-a) = (xc + eg)X(z 一 g)gz 


2 を 
< | XC: + edt 一 2e = mesE — 2e. 
0 


定理 8.3. 疫 函数 (eT MUA. AIA 0, 则 由 (8.2.27 定 
叉 的 TCE H = {x:1mz 之 0, xz 0} 内 天下 週 和 了 数 . 


证 . 仍 记 1(z) = heed, 其 中 fie), f(z) 关 整 函数 ,没有 公共 


零点 .再 记 wx(z) = log |f(z)|, u) = log Ife] A= 1,2). 
设 2 为 待定 的 充分 小 的 正 数 ,对 于 固定 的 正 数 ” 与 实数 +, E 
r( の ) = |r + pe], eg( の ) = arg(r + pe’) 


kid 
ares < 
(largs | < 2 


r+ pet = rC)”, 


容易 看 出 の = (一 の, 4) = —a(— 4). 


故 
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对 于 任何 函数 ”有 
| vCre'? + pe™ dh 


= (eree + pelPt)) 十 vre"? 十 pei?) dh 
6 


= (Coe + Arle) a, (82.9) 


但 是 由 (8.2.3) 可 知 , 对 于 re, 记过 ?过 7;，0 二 98<<x, 有 相应 的 
Æ EE mesE = 20 DR 


T*(re®, u) — Cla) = = |.aCe の 2 
+ 二 の の 572 (8.2.10) 
其 中 下 一 CE, 
gi 和 m 是 下 调和 画 数 ,对 于 充分 小 的 2 与 不 = 1,2 有 
ure) < => teCC の cet の) + Cr Cb d, 
于 是 由 (8.2.10) 与 上 式 有 
T*(re®, u) — Clu) < Y 


x[ {Seu + wt(ZC の の" の 2 の 12 の 


+ (Ge + Satyr (be*)dg}db, (8.2.11) 


命 6 为 引 理 8.4 PTR EEE, We 98 Sy) te RY 任 
意 的 p, 0<¢<x, 有 0 会 a( み の て 8 FO+e Hw R 
据 引 理 8.4 的 结论 有 

mest Es N E-a} S mesE — 2a(p), 
于 是 可 以 选择 集 C, 満足 
G) CEE U E-a) — (Es N E-a). 
Gi) MRI 4 = (Eso NE-aw UC, M 
~ mesA = mesE — 2e( ゅ ) = 2(6 一 alp), (8.2.12) 
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E B = (FocwU E-e) — C, M] 
AUB = Eww UE- ANB = Esp E-a (8.2.13) 
因为 
mes4 + mesB 一 mes(4 门 B) + mes(A JB) 
= mes( Est) N E-an) 十 mes( Eo U E -ow) 
= mesEy) + mesE -au = 40, 
所 以 由 (8.2.12) 有 
mes = 2(0 + e( め )). (8.2.14) 
it eCe) 为 任 一 可 积 函 数 , 从 (8.2.13) 


KOZ + し g(e)2w = | glede + | Ce 


g(e)Zw + | g(q dg 


|code Ea(¢ N Eal p) 


= | g(w)2w + | g(e)2w. (8.2.15) 
fe(w) E~aty) 
同样 有 
| &(p)dp + |_g の ze 
一 | gCp)dp + | g(y)9 ゅ 。 (8.2.16) 
< Fac) Fooly) 
让 (8.2.15) 与 (8.2.16) 有 


去 0。。 + に ) alpet 


+ i (\ + |. jaC( の ce の ee 


ACCOR ERACO 


Ta 
1 i 1 i 

+ ariag + 1 lbp. 
2a /B 2w JCB 


(8.2.17) 
根据 (8.2.37 ,相应 于 *( ゅ ) 与 2(9 一 al AWEH 2(9 一 ge( ゅ ) 
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的 集 ぢ 使 
TBD u) — CD) 
ー 去 。 rte dg + 3 {creep (8.2.18) 
并 且 
> CEOL = max (2 | rp, (8.2.19) 


上 式 右 端的 最 大 值 是 对 [0, 22) 上 测度 为 2(9 一 c( ゅ )) 的 所 有 的 
集 E 取 的 . 
于 是 由 (8.2.12),(8.2.19) 与 (8.2.18) 有 


ip i alr ei 
+ ur) edp + 7; し (rp) dp 


ー テ | u(r pel") dp + = | arp dei dp 
2 フィ In Je 


SS = | gz( ヶ (の) や ) dp + i | sar (wet ap 
m El 


2x 
| Creag + i | mG Heap 
2n JE 2a CE 
= T*(r( pel, u) — Clu), (8.2.20) 


同 理 有 
ig 1 e’ 
2a j, (rt の e94p + > | ur (he dg 


. ST *(r (eit, u) 一 C(x). (8.2.21) 
将 (8.2.20) 与 (3.2.21) 代 人 (8.2.17) 得 
1 


2x (。。 + J )eC の yzg 


1 


と U。。 + | ZCO 


+ 


< TC el, u) ーー C(u) 
+ T* Cr Cpi Oto, u) ーー Cla). 


二 
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再 结合 (8.2.11) 得 
T*(re®, u) S = | T*(re!® + pe, ud. 
x /一 = 


§8.3. 展 布 关系 


8.3.1. 定义 


现在 我 们 回 到 本 章 开 始 时 曾 所 到 的 精确 地 刻 划 亏 量 的 问题 
为 此 先 要 叙述 A. Edrei 于 1965 年 引进 的 一 个 重要 概念 : 亚 纯 函 
数 关于 一 个 复数 的 展 布 . 

定义 8.3.35 (2) 于 开平 面 亚 纯 , 下 级 4 有 穷 , O) 是 大 x) 的 
一 列 & 级 Pelya 峰 . Mik AC) 为 一 正 值 通 数 适合 

4 ヶ ) = o(T(Cr, f)) (r 一 oo)。 (8.3.1) 

对 于 每 个 rs Æ Car, x] 上 确定 辐 角 值 的 集合 FC, a) 使 得 
(6: fe の —al < et) ax mw, 


ECr»a) = fea, ze の 1 > eX) リー (8.3.2) 
再 置 
o,(a) = lim mesE (rj, a) (8.3.3) 
以 及 7e 
ola) = Inf ala). (8.3.4) 


这 里 的 下 确 界 是 对 满足 条 件 (8.3.1) 的 所 有 的 函数 A(7) 取 的 .oCa) 
称 为 函数 f(z) RFE a 的 展 布 . 
为 了 以 下 证 明 展 布 关系 的 需要 ,我们 来 计算 -- 个 积分 ， 


ユビ . 1 rsind 
ar<, Ple 9) = 一 ・ ーーーーーーーー pi 
A » PCs rs 0) .x P+2rcosO tr” 则 


| P(t, 1。 6) di = intd (8.3.5) 
J0 sin Tx 


事实 上 取 被 积 函数 为 
1, z*sin@ 
x z + 2zc0s0+ 1 
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RAAST m FARR. 有 十?2zcos0 十 1 一 0 有 二 根 > 一 
=e” zn = e 由 残 数 定理 有 


ro . 
1f z" sin dz = 2i Y) ( Res 2 sin @ ) 
x JT gz? + 2zcos@ + 1 ETa Serg 2? + 2zcos の 9 + 1 


容易 看 出 , 当 g 一 0 肘 , 在 了 。 上 的 积分 趋向 于 0; 4 R 一 00 时 ， 
在 Tr 上 的 积分 也 趋向 于 0。 因 此 
ifje が sinD a (er)rsing 
= {f ど 十 27cos8 十 1 di + に f+ 2rcos6 +1 7 
ーー(ーe の "(と の 9 


9 一 g-i 
从 而 便 有 (8.3.5) 


sin 0, 


8.3.2. 展 布 关系 


1965 年 A，FEdrei*” 曾 猜 浏 下 述 定理 应 该 成 六 1973 年 
A. Baetnstein™ 给 出 了 完全 的 证 明 . 

定理 8.4, 设 (2) 于 开平 面 亚 纯 , 下 级 上 为 在 穷 正 数 ”， 若 复 
Ke f(z) 的 一 个 亏 值 ， 亏 量 为 8Ca, 1)， 则 由 定义 8.3 确定 的 
o(a) 有 


1) 当 p=0 时 ,可 以 证 明 OCs) = 2x 《例如 参阅 Hayman[2]119 页 ), 定 理 8.4 
WRI. 
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4 Ba, 
の (4) 之 min [2x, T atc sin (Ph. (8.3.6) 


通常 称 (8.3.6) 为 展 布 关系 . 
tk. EAR 


4 ola, 
0 一 a ate sin Je の <2z (3.3.7) 


的 情况 ， 
不 失 普 遍 性 ,可 以 假设 
0) 一 1， a 一 00, (8.3.8) 
当 (8.3.8) 不 成立 時 , 若 aœ o, Ne 


= 
g(a) Tyna 


若 7(0) < 1， 则 适当 选取 整数 与 常数 < 使 
f(z) = ceth(z), ACO) = 1, 
由 (8.3.7) 有 0, FE 
7(z。 か て 7 て 。 の て 7 の 。 r -> Oo, 
从 而 f(z)» g(s)。 AO) 具有 相同 的 下 级 上 和 相同 的 Polya 妖 ， 这 
时 有 


以 及 


Eslr, a; f) = Er, ©; g) 


gr。 5f) = Ears 03 A), 
其 中 AC) = ACr) — klogr — log [e]. 面 当 ァ ーo 时， 

AC) = (TC, 1) < Ar) = lT ir, の ) 

> Ar) = (TC, の) 

于 是 

(as f) = oCo, の 。gCo。 f) = a(c0, A). 
同时 不 难看 出 Ka, f) = oo。 g), Co, f) = Aoo, A). 
这 就 表明 无 妨 假定 (8.3.8) 成 立 . 


记 
_ 2 oe ec 
T= na otc sin 2 > 
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H 0< ァ 1. 设 4r) 是 适合 (8.3.1) 的 一 个 正 值 函数 , 置 


oj = mesE,(rj, ©), 


我 们 将 证 明 
lima; > 2a. (8.3.9) 
Bid 
Er) = (8; |f(re®)| > 1}, 
E(r) = {6:1 < |f(re®)| S 24°}, 
则 


Toi = |, ele の 129 + Nr f) 


Eols; 
= 1| log | {Cre )| d0 + NCrif) 
| 2 を Eg (rjoe) 


+1| 
2x JE Ci) 
< T*( pyetio;) + ACri). 
结合 T*(z) <TC lz|,f) EE 
im T Gjett) = 1, 
和 TGP 


log | f(rie”*)| a0 


(8.3.10) 


再 置 


0 z=0, 
02) = {nC z œ 0,lmz>0, 
于 是 o(z) 在 Imz >0 下 调和 , 且 连 续 到 边界 上 ， 考 虐 区 域 
Dr = {z = re”. 0< r< R, 0<0< x}, 


用 vz) 在 Dy 的 边界 上 的 值 作 调和 函数 4(z)， 
az) = |" CAG, rs 0, の の 


(8.3.11) 


+ [ vCRe'?)B(g, r, 9, R)e'g, 
Ep? 


1) 关于 半圆 内 调和 函数 的 公式 可 参阅 Toms6epr 与 Ocrposckaii[1,16 页 ] 
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1 rsin 0 
Att, +, 06, R) = > 
(1 758, R) x P —trcosO +r’ 


—~1___Rirsin6 HU 
x Rt— 2rtR?cos6 + rt?” 
2Rr sin 8 (R? 一 rising 
B r, 0, R) = -一 - < . 
(Cp, r, 0, R) x |R?” 一 2rReircos0 + | 


显然 在 Dx AMMA v(e) S A(z). 
在 ヵ >0 时 ,由 (8.3.11) 与 7” 函数 的 定义 有 


nD = TD = NG, f), 
(一 の ) = ulte") = Te EET. Ds 


以 及 当 OSPS 时 有 
o(Re'?) = T*(Rreir*) < TCR”). 


注意 Poisson 核 4 和 了 好 都 是 正 的 ,于 是 当 re? E Dr 了 时 有 
o(re’®) <| Ne, DAG, r, 0, Rds 
十 (TC, DAC— t, r, 0, R)dt 


+ T(R", 站 | BCw， r, 8, R)dp. (8.3.12) 


M 
| Re”? 一 2rRe'?cosO 十 ”小 一 [CRei? 一 reis)(Reis — re) |? 


R‘ R 
> (R -rý > — (< <2), 
=> ( r) T r 2 


可 知 
Big, r, 0, R) < 32r 
xR 


(0<9 <x, 0< p < x, o<r< Ë), 


由 于 
Rt — 2r2R?cosO + rr = |R?— rte’? |? >0, 
4 中 的 第 二 項 基 正 的 . id 
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0 
p ts r @ rsin ， 
> 9 = rer et 


则 
A(t, + ,0, R) S P(t, rr 一 0)， 
A(—1,7,0,R)< P(t, r, 6). 
将 4 和 B 的 估计 式 代 入 (8.3.12) 式 就 得 到 


vre) < ar, PPC, r, x—-@)adt 

R . > . 
+ [ Tr, PPG, r, @dt + 32 (rc RED) 
(0<9< ぁ o<r<4), (8.3.13) 


对 于 Polya Hern)» RODS ) 为 两 个 与 其 : HXH 予 列 . 
i = Crs =O)", 
RJ oa 
TO, NSO + 00))T6 D(A) 
(GLE (8.3.14) 


选取 fo 使 当 j> je MA Wi <0 <8, 于 是 


PC, s, 8) = Tm 1 z) 


tt sje" 


1 J 1 


< 一 < 
aje 十 sje? | a oi Si 


OLL i 
由 上 式 和 (8.3.14); 当 0 二 6 二 x 5 j> h REDS 
er, DPC, si, di 
~ (f + (2) TO, PPC, si, Bde 
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< T(r f) + +o(1))TOn i) 


a t 
x |z D P(t, sis O)dt 
y \ Si 


< T(r Nt b+ + ol1) T(r;, f) 


x NO P(t, sj, 6)g7。 
im SS ーッ 
以 及 由 yz = Ž see sin (eek Co, D < 


TH 

cof £ 
| (=) P(t, s, 0) di = 
EN 


但 是 


r 
$; 

lim = 
j>a $j 


与 (8.3.5 有 


La 1, 9) の 
t 
— sin の yk 
sin xY y ° 
因此 对 于 0 和 6 一 = 一 致 地 有 


| T(r, HPCE, す 7 ぅ 9)2z 


< TOn D Ee + of) | 


G>»). 
由 定义 


(8.3.15) 


が で ローo。 の が 二 e(10)7(G I (<s) 


类 似 于 以 上 推导 对 于 0 二 6 二 x 一致 地 有 
(’ Nt’, f)PC, si, x — O)dt 


< (1 a(o, PTD DTE + 0(1) 


uy Bp 


| 


(j> œ). (8.3.16) 
再 注意 当 7ーo 时 
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EEND = (BY TED 


<(1+ o(1))7 Cris DE = o0(T(rj,f)). (8.3.17) 


在 (38.3.13) 中 取 r= s, ルー REA (8.3.15), (8.3.16) 与 
《8.3.17), 则 当 j> oo 时 对 于 0 过 6 过 x 一 致 地 有 


ulse”) < Tr f) 


x{ sin Oru + (1 — 8(&, の )sin( ァ 一 OY u 4 0}. 
sin aY pe 
但 是 由 7 的 定义 
1 一 6(00,1) = cosxru, 
再 结合 
sin OY = sintzyg 一 (* 一 の 7g! 
= sinzYzcos( ァ 一 6)y 一 cosxy usin (wx — OY u, 
即 知 
(sie < T(r;, f){ cos (a — 6)ru + c(1)1 
Gj > 0, 0<6< x), (8.3.18) 
对 于 oj = mesE (rj, 00) 置 
J = i:o S 2x7}. 
当 了 只 含有 限 个 了 时 ,，(8.3.9) 显然 成 立 ， 以 下 假定 7 为 无 限 集 ， 
Cret = sel TF 


属于 上 半 平 面 的 充 要 条 件 为 JEJ. Biel 时 ， 


TC; 3 お 2 の ) = (ge =), 
将 它 代 人 (8.3,10) 有 


lim olse F) — 1. 
129 TCris の 


可 是 根据 (8.3.18) 又 有 
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vie) <T(ri, D| cos(a 一 2) YA -上 o(1)} 


GEJ, j> %9). 
于 是 


Mim 0 一 far sin [teed oD - 7。 时 定理 得 证 . 


当 $ arcsin [E > 2a, WRK a 使 得 
0<d< 8(a, f) 


4 jz ) 
g atc sin 2 < Zr. 


2 a 
買 ァ ーー Z edn, 如 同 以 上 推理 可 证 


4 2 | 
ola) > y arc sin J. 


命 4 递增 趋向 于 do 二 2sin? A 即 知 oa) = 2x, 


以 及 


系 . ik f(z) GAFETA, FALAR. Mik f(z) 以 ai 
G = ], 2, +t., v(f)31 < v(f) < 00) 为 亏 值 ， A 
(Ca, f) È の > 9( f) 之 ,车 


4 . 5Ca, f) 
are sin (ek can, (8.3.19) 
则 | 
4 SD -一 一 一 
一 ` arc sin alas, 1) < 2x, (8.3.20) 
P j=) 2 


it. 当 vf) < oo 时 ， 命 
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d= min {|s,— al} 
1 を カチ ちる vf) 
Lu 


A= ma {lal}, 
1<f<v(f) 
go 


A(r) = max fi + log テッ log (4 + D}, 


在 条 件 (8.3.19) 下 有 x 々 > 0, 于 是 
A(r) = o{ T(r, の) (r +00), 
我 们 断言 当 1< Shs pHa 
Es(r, ai) N E,(r, aj) =h, (8.3.21) 
其 中 Es(r, a) 由 (8.3.2) 定 义 ， 事 实 上 ,如 果 
OE 万 4(7。 aj NEAT, a,), 
当 a; っ fi, a= 00 时 ， 
a< |a = a] S la — Kre)| + Ire?) — a] 
< en < っ 。 で Ti) < 4 
当 a = 00 时 , 则 
A BES el re < lal +1<4 +1, 
都 推出 了 了 矛盾. 
由 (8.3.21),(8.3.3) 与 (8.3.4) 可 知 


vtf) 


> olai) S 2x, 


i=l 


ERDER A ERASO), 
当 (f) = œ 时， 在 aj(j = 1,2, … う 中 任 取 I 个 都 有 


J 


A 5 arc sin [peed >) < 2x, 
H jz 2 
于 是 也 有 (8.3.20)， 
(8.3.20) 称 为 总 展 布 关系 ， 
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$8.4. 展 布 关系 的 应 用 
8.4.1. Fuchs 定理 


从 展 布 关系 可 以 立即 得 到 的 一 个 重要 结论 是 
定理 8.5. MM f(x) 于 开平 面 亚 纯 , 下 级 有 穷 ， 若 iG) 
亏 值 为 g⑦ = 1, 2,…), 相 应 的 亏 量 为 3(aj, 力 , 则 级 数 


SCo 有 


i=1 


eS, RMR max fi, V2 pnt, 
证 ， 将 亏 值 按照 气量 由 大 至 小 的 顺序 排列 ， 如 果 
则 不 难看 出 a FE C=) 唯一 的 亏 值 ,这 时 定理 结论 显然 成 立 ， 如 果 
ae JED < n, 
则 应 用 定理 8.4 的 系 有 
| 4 > atc sin Je か 2z. (8.4.1) 
我 们 立即 得 
E lan DH SV D arcsin ow V2 


x 
Sy. 
j = 2 u . 


对 于 开平 面 亚 纯 的 有 穷 级 函数 f(z)， 
nd + 
2 {8(aj, ps 


收敛 ,最 初 是 O. Teichmuller™ 指出 的 ,但 到 1958 年 才 由 W. Fuchs! 
给 出 严格 的 证 明 ，1964 年 W.K.HaymanP! 进一步 证 明了 
定理 8.5: 设 e) 于 开平 面 亚 纯 , FALAJ. BASEN 
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ai(i = 1。 2 +++), 相应 的 亏 量 为 8Cai。 从 , 则 太 于 任 给 的 正 数 。 
都 有 > faa; DHH 家 化 ， 并 且 对 于 预先 任 给 的 正 数 。, 存在 
开平 面 上 的 亚 纯 函 数 Ke), FAKEN, 使 得 

ee が 


发 散 . 
于 是 一 个 明显 的 问题 是 > (Can PHE 是 收敛 还 是 发 散 呢 ? 
1966 Æ B. T. [erpeaon 证 明了 
5 AICTE p}? <0. 
I= log jn 
然后 E.Bombieri 和 P.Ragendda 证 明了 : 车 rte) 是 在 (0, @) 
内 定义 的 正 值 函 数 , 且 | ECD ae < on 


3 Wan re DH< っ 」 


1972 年 A.Weitsman™! 最 终 证 明了 
定理 8.5” 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 下 级 4 有 穷 ,到 


5 {8Caj, py <, 


i=l 


如 果 用 PO) 表示 f(z) 的 导数 (% > ORKAR < 0)， 
杨 乐 和 张 广 厚 还 对 下 级 为 有 穷 的 整 函 数 f(z) 证 明了 


2 >, Slag» f2)? <, 


ニー の pj TO 


对 上 面 这 些 结果 有 兴趣 的 读者 ,请 直接 阅读 原文 . 
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8.4.2. FAT 

ATMRBKASHSSCHMRREH, 我 何 省 先 注意 一 條 有 
趣 的 初等 事实 . 

引 理 8.5. 设 & 为 适合 0 委 A< 委 1 工 的 数 , A BARTER 6 
4 十 也 去 =, 则 

coud + cos’ uB 一 2cosuAcosuBcosux > sia yue, (8.4.2) 


X. (1) 我 们 首先 证 明 , 当 4 + B= 有 时 ,8.4.2) 成 立 ， 
这 时 (8.4.2) 的 左 端 
= cosigd + cos?( ax 一 uA) 
一 2cosnAcosuxcos( zz 一 wd) 
= cosx プ + sin’ uAsin ux 一 cos’ pAdcos' pm 
= cost ge A sin’ ur + sin’pA sin’ pe 
= sin "を 
(2) 当 4+B<2 NEV ASB. 我 们 将 证 
cosipd + cosipB 一 2cospA cose Bcospx 
> cou A + cosiu(x — A) 
一 2cosuzAcosu( a» 一 A )cospr, (8.4.3) 
然 面 根 据 情 況 (1) 的 疹 近 , 上 式 右端 一 sintur, 
为 了 证 明 (8.4.3) 式 ， 我 们 注意 当 * 在 10, = LEIER cosx 
是 递减 函数 ， 于 是 由 
0 て ap で (テー タス ) て ェ 
有 
cos uB 一 cosu(a — A) >0. (8.4.4) 


再 注意 如果 p(x + 4)< > 则 由 0< uB 二 p(n 十 ADA 


cos uB 一 cosu(x + A) >0. (8.4.5) 


车 See+ 4) <= 0 cosp(x + 4)<.0. 而 由 aB <B 


z 
2 
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一 二 ,有 cosaB > 0, 于 是 (8.4.5) 也 成 立 . 若 u(x + d) > っ -一 x, 
网 

pla + AD < ux + w(x 一 B) S 2a — «B, 
从 而 (8.4.5) 也 能 成 立 . 


因此 由 (8.4.4),(8.4.5) 
{cosuB — cosl — A)}{cosgeB 一 cos(z + A)} > 0, 


即 
{ cosz ぢ — cos ula — A)} 
x {(cosuB + cos ula — 4)) — (cosulz + A) 
+ cosu(x — A))} > 0. 

i 


{cosuB 一 cos glr — A)}{cosuB + cosu(x — A)} 
> {cosu(a + A) + cosu(a — A)}{cosuB — cosula — AD}. 
于 是 | 
cosiuB 一 cosiu(x — A) 
> 2 cos zzcos gz ゴ {cosz 一 cosu(«— A)}, 
这 就 是 (8.4.3). 
定理 8.6. 12 RR f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 下 级 为 ,适合 0 Sg 
<1. 若 fe) 以 两 个 判别 的 复数 ea, 2 为 亏 值 , 记 
u = 1 — 8(a,f), v=1— 54, P, 
则 
w+ vt? — luvcospx > sinar. (8.4.6) 
并 且 当 u<cosue 时 有 eo = 13; 当 v cospr HWA w= 1, 
证 ， 当 一 0 时 ,8.4.6) 式 显然 成 立 , 所 以 无 妨 设 4 > 0. 这 
时 ,根据 展 布 关系 应 有 


4 Sla, @( の 。 
$ arcsin [PD HeD $ esin ÈP り S 2x, 


ant m JD pe 2an PED 
=u arc sin 2°? = arc sin 2? 


B 


若 命 
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A>0, B>v, A+BRaq, 


cosuyA = 1 一 2sin? Ë eA 1 一 5(a,f) == u, 
2 


cosy B = 1 — 2sin? Ë っ = 1 — (b, f) =v. 


于 是 (8.4.6) 可 由 引 理 8.5 立 即 得 到 . 
H u< cosgz Hf, (a, f) > ユー cospx， 这 时 


4 ,jsCa,) 
p ate sin Je の > 2r。 


SC, 
Bat * aresin «f 922 — o, Bl e= 1, AS v < cosgz 时 


a= l, 
定理 8.6 表明 了 点 (ux, v) KRETE 好 -- ダー 2uvcos gz 


= sintur KA ERIR RE. 定理 8.6 是 属于 A.Edrei 与 
W Fuchs?! 89 。 


从 椭 贺 定理 ,我 们 可 以 获得 一 系列 重要 的 推论 ， 例 如 
系 1. BERM (2) 于 开平 面 亚 纯 ,下 级 rw < 车 f(z) 以 


a AGAR 8s, f) 21 — cosux, Wak fz) 唯一 的 亏 信 ， 特 
别 地 ,下 级 为 零 的 亚 纯 函数 至 多 只 能 有 一 个 亏 值 ， 
事实 上 ， 若 f(z) BASE b, WAF 
u=1— (a, f) S cospx, 
店 用 定理 8.6 有 v= 1, BN 8, f) = 0. 
系 2. 设 帮 z) 为 有 穷 级 的 超越 整 函数 ,下 级 “适合 
0S み SS15 


別 


e305 «+ 


= 0 . osas 


1 
2 」 
DS) 8(a; の | (8.4.7) 


axe 和 1 一 sinur top, 
2 . 


对 于 任意 4( < co) 个 判别 的 有 穷 复 数 ,应 用 Nevanlinna 第 二 
基本 定理 有 

£ 1 

Salo 


了 一 1 — の 


)< T(r, 一 N (r, +) + O(log r). 


1 

< wl ー が O(logr) 
T(r, Í) 

由 于 这 时 有 


re TCr, f)’ 

’ ェ ー logr 
Tír, 1+ o0(1))T(r, PD, lim 一 テーー = 0, 

PLAADI D, Tm eee 


因此 
Dy ais 1) < 800, P). 
从 而 
>; 6 の 0, の . (8.4.8) 


f(z) 是 下 级 等 于 的 整 函数 ， 当 0 < Eej, a(o, f) 
=1 テ 1 一 cospr， 根 据 系 1 应 有 600,f)=0. Mig 
>) la, f) = 0. 


aa 


MO <u <1 i, u= 1 eCo, f) = 0,0 =1—2(0, P), 
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则 由 (8.4.6) 应 有 2 > sint ee, HEROS <1, FE ov > sings, 
从 而 600, F) <1 — singz. 代 回 (8.4.8) 也 得 系 2 结论 . 
《8.4.7) 可 以 改写 为 
=1, o<pci, 
Esla, の 1 ? (8.4.9) 


< 2 一 sin ur, 7 eS 
深刻 的 事实 是 对 于 下 级 4 适合 OS < 1 的 亚 纯 函 数 , 有 一 个 类 似 


的 结果 ， 这 就 是 1973 年 A.Edrei 在 pl 时 解决 亏 量 问 题 所 
建立 的 定理 ,我 们 将 在 下 节 予 以 论述 ， 


8$8.5. 气量 问题 

8.5.1. 亏 量 问题 及 其 变形 

亏 量 关系 的 另 一 个 重要 应 用 是 可 以 解决 下 级 小 于 工 的 亚 纯 函 
数 的 亏 量 问 题 (参阅 Edrei), 

设 Ke) FRU, FREES. KA f(x) 以 af =1, 
2 …) 为 亏 值 ,并 且 将 它们 适当 排列 使 得 

© lais F) > alan f) S elan f) S-+- > 0. (8.5.1) 

写 值 总 数 记 为 GO SG < co)， 总 亏 量 定义 为 


v(f) 
ACH) = 2 Slaj, の . 
定义 8.4. 亏 量 问题 ， 设 多 ,是 下 级 等 于 z( 6) 的 全 体 亚 
HEAR. 
(1) 确定 
O(n) = sup AG). 
(2) F, 中 的 函数 7 如果 使 
ACG) = の (の 。 (8.5.2) 
WA f 为 极 值 函数 。 那么 极 值 函数 是 否 存 在 ? 如果 存在 。 除 了 
《8.5.2) 外 ,还 具有 哪些 性 质 ? 


当 f(z) 以 a;l} = 1。 2,3 v(f)) 为 亏 值 时 ， 由 展 布 关系 
vf) 


5 4 afc sin の < 2r. (8.5.3) 
と 2 


i=l 


这 里 根据 (3.5 假定 了 $ acin POP? < zs。 在 相反 的 情 
Yh, lai, の È 2sin* KZ 一 1 一 cosgz。 士 是 由 定 現 8.6 系 1 为 


(OR-N SA RRM. BAHAR S TION. 
(8.5.3) 式 为 


vf) 


一 は afc sin Je < 2a. 
2 
我 们 要 在 这 个 约束 条 件 下 寻求 


vf) 


ACH) = >) (ai, の 


i=l 


准确 的 上 界 . 
为 了 使 这 个 问题 便于 处 理 , 记 


y= Lacan fs? G = 1, 2,59) 


则 8Ca;, f) = 2sin? ave 于 是 上 述 问题 转化 为 
vf) 
若 > s SS 2p, 希望 求 得 


vf) 


之 2sin? a 
准确 的 上 界 . 
据 此 可 以 提出 下 一 小 节 的 规划 问题 。 
8.5.2. 一 个 规划 问题 及 其 解答 
设 r= os) E OSS] [HO KER MA A 
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e(0) = 0, w(1) = 1,400, DAEA p) > 0, p”) > 0, iz 
其 反 沙 数 为 s = plr) = geT(4 が (0 Se <1), 


问题 P. 设 
Sip 52k OR) 
适合 约束 条 件 
0S 51 (7 = 1,2, +++54), 
k a 
X <H (H>0), 
j=1 
我 们 欲求 


1- (ec の) 


这 里 的 上 确 界 是 对 所 有 适合 约束 条 件 的 点 (gg っ) 而 言 的 ， 
如 果 这 个 上 确 界 在 茶点 s = Gay cots DEAE KM ARIK 
最 优点 ,那么 最 优点 应 该 具备 什么 性 质 呢 ? 

为 了 解决 上 述 规划 问题 ,我 们 注意 下 述 事实 , 

引 理 8.6. 在 上 述 记号 下 , 若 = Gis Sats 5g) 是 一 个 最 优 
点 , 则 它 至 多 只 能 有 一 个 分 量 异 于 0 和 1. 

证 。 倘 若 引 理 结论 不 成 立 ,; 即 存在 一 个 最 优点 s, 它 有 两 个 或 
两 个 以 上 的 分 量 异 于 0 和 1. 例 如 ss 有 

cacl, 0 で 1。 


由 约束 条 件 有 
由 于 :是 最 优点 ,于 是 
961) + p(s) =A > ws). (8.5.4) 


当 | 引 充 分 小 时 ,显然 点 
s(t) = (a+r, $2 — fs s33* tta SED 
仍然 适合 约束 条 件 ， 因 此 
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p(s +1) + plar) + クィ plsi) SA, (8.5.5) 


联合 (8.5.4),(8.5.5 ) 两 式 可 知 
GU) = pls + 2) + p(s — t) 
在 +=0 具有 一 个 极 大 值 , 从 而 G“(0) 委 0， 另 -- 方 面 
G (0) = pC) + PGs) > 0. 
这 样 便 得 一 矛盾 ， 从 而 引 理 得 证 . 
引 理 8.7. 对 于 上 述 规划 问题 P， 最 优点 总 是 在 在 的 .并 且 
G) 当 RSH WA 4 オー も デー ャ ーー ムー 
(2) 4 H< WA A=[H] (一 [万 ), 其 中 [1 表 
ARAM HRA. RNR “ 恰 有 [已 ] 个 分 量 为 1, 一 个 
DEA H 一 [1, 其 他 分 量 为 0. 
引 理 8.7 由 引 理 8.6 并 注意 到 pC3) 是 [0 1] 上 的 递增 函数 便 
可 立即 得 到 ， 
引 理 8.8. 设 xj(f = 1, 2。・… ん を 5 2 RKO) 适合 约束 条 件 


k 
0 ral ASIS Dbl) で oo。 (8.5.6) 
了 一 人 


k 
(1) 若 RSA, MY > a <k. 


(2) 若 H< kaw, M 
k 
>) «i <[H] + (H —[H]). 
j=l 
等 号 当 且 仅 当 下 述 情 况 时 取 到 : 怡 有 [B81 个 分 量 关 1, 一 个 分 量 为 
e(H 一 [日 ]), 其 余 分 量 为 0. 
(3 A k=O H x >0 (j= 1,2,°-+), WW 


S i < [H] + pH — {HI). 


证 .结论 (1) 和 (2) 可 由 引 理 8.7 直接 得 到 . 
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A) SUE Rie) ER >H + 1。 同 時 使 得 


Ryu, = 5 (x) <1, (8.5.7) 


i=i+1 
由 于 2, A) <H < oo。 所 以 这 种 选取 总 是 可 能 的 . 


对 于 适合 7 上 <SM<<oo 的 正 整 数 N, HF 
O<x<1 G=1+1,14+2,:.--,N) 
与 (8.5.7), 应 用 本 引 理 (2) 的 结论 有 


N 
> xi SS pC Ri). 


| 
以 而 
> xi SPRL. 
i=i+i 
注意 :一 b(x) 在 [0,1] 上 递增 ,于 是 
中 ( 5 xi) SR. = 5 plx) <1, (8.5.8) 
j=I+1 = 
id 
Ši 一 5 g で 15 (8.5.9) 
j=i+1 


联合 (8.5.6),(8.5.8) 与 (8.5.9) 有 


> PCi) + Pm) SH. 


tj = 1,2,°°°, DS Širi 都 是 正 的 ,所 以 有 /十 上 之 万 十 2 个 正 
量 . 因此 在 结论 (2) 中 等 号 不 可 能 成 立 ( 当 等 号 和 或 立时 有 [H] +1 
<: EE): MM 


i 
之 ， xi + Em < [H] + gH —[H]). 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 结论 。 
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8.5.3 p 二 1 时 气量 问题 的 解决 


定理 8.7. 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 下 级 上 适合 > <p<i, iil 
vf) 
AQ) = >, 8(a;, の S2 — sin pr, (8.5.10) 


其 中 等 号 仅 当 v(f) = 2, ô = l, ô& = l — sings 时 成 立 ， 
w. WR 


x = pls) = 2sin? Z 
4 


在 [0， 1] 上 二 阶 连 续 可 微 ， p(0) 一 0， ず (1) =1,]1 p(s), p” (s) 
ECO, I) APE. HUH 


4 x 
s= bCx) ーー src sin 3 


根据 展 布 关 系 ， f(z) 的 亏 量 6(aj， DG = 1,2,・ “sr MK 
满足 


v7) 
ーー = 2 atc sin [eee SS 2p, 


因此 


0< 8(4;,f) <1 G=1, 2,--+,v(f)), 
vf) 


之 b(8(a;, 力 ) < 2a, 
应 用 引 理 8.8 有 


(f) 


>; Cas の < [2a] + 2sin? 2(2 ヶ 一 [ Cale 
j=1 


二 1 十 asin? 24 — De 
4 


= 2 — sing, 


并 且 式 中 等 号 仅 在 oY 二 2 和 (Cal) = 1,5(4;,f) =1— sin uz 
时 成 立 。 
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《8.5.10) 式 中 等 喘 确 实 是 可 以 达到 的 ， 
当 pm 一 1 H, e 就 适合 4 二 一 1， 
8(0, e7) = é(00, e7 = 1。 


当 ー こ ぁみ で 1 时 、 考 虑 整 函数 


f(z) = If 十 5) (85.11) 


R=1> 
显然 Coo, か テー1. 我 们 将 证 明 e) DRS FRAME, H 
6(0, f) = 1 — singe, 
为 此 我 们 需要 证 明 


引 理 8.9. 4 fC) (8.5.1 1) 式 给 定 ,其 中 过 <n<1, 则 对 


は 


充分 小 的 正 数 9。 在 19| ベ ァ ーg 内 一 致 地 有 


log Ce の 1 ニャ の pH + o( rh), (8.5.12) 


sin pr 


F 


由 (8.5.11) 有 
log fiz) = > log {1 Z 
gz) 2 g ( +5) 


= kg 十 =) dni, f = 0) 


Npa 


m on} = Di (14 2) + af EE DH, 
因为 g 二 1, 政 i 


lim a(z, f = 0) log Ga + =) 
Ff” 


= lim # log (1 + =) =), 
foo t 


logia) = z et = Oe, 


, CT る の) (8.5.13) 
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对 于 任 给 的 正 数 e, Me 大 于 适当 大 的 正 数 n 后 有 
[la f= 0) 一 が | で er" 


从 而 
log f(z) 一 Vote | 
< 
+ sls) (85.14) 
可 以 看 出 
Hi 前 -= 00), 
以 及 由 残 数 定理 有 
EE = EP (8.5.15) 
Æ z= r H [ø] <<, 易 知 
エ 引 テア オア >i, 
于 是 
jel” TETS Sîr に で の ー デー. 


ES < 19| < = 一 5， 则 不 难看 出 


je +2] > sin ral sitt int, 


从 而 
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= t'dt <_?r | tat 
o jz +z] gin 9 29 tG +r) 


ファ ァ ケ 


。 8 。 
sn Sin per 


在 (8.5,14) 式 中 计 及 以 上 这 些 讨 论 便 可 得 到 引 型 结论 . 
对 于 由 (8.5.11) 定 义 的 1(z), 现在 我 们 来 计算 TO, 1). 


取 充 分 小 的 正 数 6, 5 二 x 一 =. 显然 


u 


wo カー エト kgrlfCe の le9 
—até 


< (log*M C PÈ, 


但 是 由 (8.5.11),《8.5.13) 与 (8.5.15) 有 


log*M(r, f) = log f(r) 
= >| Me t=9) 4 _ 
| +r) a= (1 + o(1)) sin pew ` 
于 是 


| が ( ァ 。 の 一 二 log す (ze9)|29 < 80( ヶ の 。 
由 引 理 8.9 有 
1 {77 
A 


8 
log* |fC re?) |a8 
3 


cos の 29 十 o( r#) 


a [em 

sin pwe 29 -n/p 
u 

ーー テーー オ e⑦ の . 

kh sin px 


从 而 
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TC, D =— + 6⑦ の - (8.5.16) 


u sin px 


BURAK f(z) 的 级 等 于 x. 再 由 
n(r,f = 0) = (1 + oD Dr (r= œ), 


可 知 
V⑦ ッ チー 0) = (4 + o(1) re (+r —> 0), 


8(0, f) =1— sings, 
定理 8.8. 设 作 z) 于 开平 面 亚 纯 , 下 级 适合 


0< < 了， 


则 
vf) 


AC) = >) (a <1. (8.5.17) 


， J=1 
Ht H A( > ユー cospx 仅 当 v(f) = 1 時 成立 . 
证 ， 区 分 两 种 情况 . 
(1) f(z) 以 a1 AGEE 85(a f) S1— coser, 这 时 根据 
定理 8.6 的 系 1，al 是 fC) 唯一 的 亏 值 ,定理 结论 已 经 成 立 . 


(2) 1 — cospr > 8(a,,f) > 8lanf) > 


id 
j = 一 cospx)d; = (2sin? #7! 
(ais f) = (1 一 cospn)dj = (2sin? ££) dy, 
则 
0O&d<1l QG=1,2; vG). 
考虑 函数 
sin 
x= p(s) = 9 
sin 4™ 
2 
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CE [0,1] 上 存在 一 阶 和 二 阶 的 连续 导数 ， 在 (0, 1) 内 wG), 
p (EXE HE (0) = 0, gp(1) =1. HEA 
s=Q (x) = plx) = P arc sin (x4 sin A, 


这 时 从 展 布 关系 可 以 得 到 约束 条 件 


vf) 


> o(d;) <1. 
应 用 引 理 88 有 。 
ジェ 1。 
从 而 ー 


5 lais J) S 1 一 cosun, 
f=1 


由 于 4 二 1， 于 是 上 两 式 中 等 号 不 能 成 立 ， 定 型 遂 得 证 . 
当 ぁ 1 时 , 亏 量 间 题 尚未 解决 ， 这 是 亚 纯 了 沙 数 值 分 布 论 中 
遗留 的 一 个 重大 问题 . 
如 果 在 亏 量 问题 中 把 下 级 站 换 成 级 A, D. Drasin 与 A. 
Weitsman 中 曾经 提出 下 述 猜 想 . 
若 给 定 1。 Her 
2sin (22 — {2a}) 
Aa) = 2 一 —______—_____- s 
[zal + 2 sin —(24—[22]) 


2eos~ (22 ー【241) 

人 が の ニス ーー a 

AG) = max{4 (4), A,(A)};5 
则 对 于 级 为 4 的 亚 纯 函数 f(z) 恒 有 

È sl, f) SA). 
Drasin 与 Weitsmanm 证 明了 , 任 给 A > 1, WEE 2 RIEA 

数 f(z) 使 得 ジジ 8Ca, f) = AG). 于 是 如 果 上 述 猜 想 正确 ， 则 
上 界 A(4) 是 精确 的 ,不 能 再 作 改 进 ， 
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